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Prof. Horst Knorrer

Musterlosung 12

1. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

= // Uz, y, 2)dS = //B U (w,0))[ra x roldp(u, v),
S

wo die Fliache S parametriziert durch
S (u,v) = r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € B
wird. Hier ist die Parameterdarstellung von S gegeben als Graph einer Funktion
S, y) = (2,9, 2(2,9))

Deswegen ist Oberféichenelement, dw = |ry, X ry|dp(u,v) = /1 + 22 + z2dzdy. Das gesuchte

Integral ist gleich
I://U(m,y,z),/l—!—zg—kzgdxdy, (1)
B

wobei B die Projektion der Fliche S auf zy Ebene ist. Hier ist B : z? + y?2 = 2,z = 0. Wir
setzen z, = —2z, z, = —2y in die Gleichung (1) ein und erhalten

I= // U(z,y,2)v 1+ 4x? + 4y?dxdy. (2)
B

a) Falls U(x,y, z) = 1, die Gleichung (2) ist dquivalent mit
I= // V14422 + 4y2dady.
B

Um dieses Integral zu berechnen benutzen wir polar Koordianten (r,¢). Damit ist das
Integral I gleich

27 \/5 27 \/5
1 13
I:/ / 7‘\/1+4T2d7":/ — (14 4r2)%/2 i
0 0 o 12 0 3

Physikalisch darstellt das Integral I der Flidcheninhalt des Gebietes S, oder das Mass von
S im Fall, dass die Dichte o = 1 ist.

b) Falls U(z,y,z) = 2?+y?, die Gleichung (2) ist Aquivalent mit I = [[(22+y?)v/1 + 422 + 42dxdy,
B

oder im Polarkoordinaten

vz 1497
I= >V 1+ 4r2drdp = ——.
0 0

30

Das letzte Integral haben wir mit der Substitution v = /1 + 472 berechent. Physicalisch
darstellt dieses Integral das Triagheitsmoment beziiglich der z—Achse angenommen die
Dichte ¢ = 1, oder das Mass von S angenommen o = 2 + 2.

Bitte wenden!



¢) Falls U(z,y, z) = 3z, wir bekommen
1= //32\/1+4x2+4y2dxdy: // 3(2 — (22 + y?*)V/1 + 422 + 4y2dxdy,
B
B

oder im Polarkoordinaten

2m
111
[,/ / r(2 —r? \/1+4r2drdg0f—7r

Physikalisch bezeichnet dieses Integral das Mass von S angenommen g = 3z.

2. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass den Flicheninhlat w(S) der Flidche
S:B —=R3 (2,¢) — r(z,¢)
gegen als
() = [ Ir-(er) x (e Oz )
ist. Der unter dem Integralzeichen erscheinende Ausdruck
dw = |rz(r, ) X 14(2,¢)|dp(z, @)

wird als Oberfiichenelement bezeichnet. Hier ist die Parameterdarstellung von S gegeben als

r(z,9) = (2,9, 2) = (0(2) cos(), e(2) sin(), 2), ¢ € [0,27], 2 € [a, ]
Damit sind die Tangential Vektoren r, und 7,

r. = (¢'(2) cos(), ¢ (2) sin(p), 1), vy, = (—o(2)sin(p), o(2) cos(), 0)

und der Normalvektor n = r, x r, = (—o(z)cos(p), o(z)sin(y¢), o'(2)o(z)). Die Lénge des
Vektors n, ist [n| = v/0(2)2(1 + 0/(2)?). Das liefert das Oberflichenelement

2)V 1+ 0 (2)%dody

Wir haben daher

5) = / o(=)V1 ¥ 2(2)dody,
B

debei ist B das Rechteck B = [0, 27| x [a, ], also

2T b b
- / / o)W1+ ¢ (=) dedyp = 2 / o(2)V1 T & ()2 dedy.

3. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass den Flicheninhlat w(S) der Fliche
S:B = R3, (r,¢) — v(r,p)

gegen als

w(8) = /B [0 (r, ) X v, @) |dp(r, )

Siehe nichstes Blatt!



ist. Der unter dem Integralzeichen erscheinende Ausdruck
du := |vy(r,0) X vy (r, 0)|dpu(r, )
wird als Oberfachenelement bezeichnet. Hier ist
v(r, @) = (x(r, ¢),y(r; ), 2(r, ) = (rcos(p),rsin(p), c), € [0, R], ¢ € [0, 27]
Damit sind die Tangential Vektoren v, und v,
v = (cos(yp),sin(p),0), v, = (—rsin(p),rcos(p), ¢)

und der Normalvektor n = v, X v, = (csin(p), —ccos(p),r). Die Lange des Vektors n, ist
|n| = V¢? + r2. Der Integrationsbereich ist: B = [0, R] x [0, 2x]. Nach obiger Formel ist den
Flacheninhalt w(S) gleich

2r R R
w(S) = /0 /0 V& +ridrde = 27r/0 V2 + r2dr
1 1 R
:27r< 37 \/r2+02+§cz In(r + r2+02))
0

2 2
= QW(E VR 2+ S MR+ VR + 2) - % 1n(c)). (3)

2 2

4. Sei f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf R® und ¥, @ Vektorfelder auf R3.

Bitte wenden!
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Frage 1

div(gradf) = Af
(O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Vektorfelder.
(O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Funktionen

(O Die Formel ist richtig.

Errinern wir uns an die Deffinition der Divergenz, Rotation, Gradient und Laplacian. Sei f : R® — R
eine differenzierbare Funktion und V : R® — R3,V = (V4, Vk, Vi) ein Vektorfeld, dann ist die Divergenz

von V eine Skalarfunktion
_ % Ve  0Vs

di = — 4+ —
v(V) Ox Oy oz’
die Rotation von V ist ein Vektorfeld

N Y (M0 o0V 0V oty
= dx 9y 02 =\ 5 T 5., T A A T A )
Vi Vs Vs dy 0z’ 0z oxr’ Oz Jdy
der Gradient von f ist ein Vektorfeld
of of of
grad(f) (%7@75)7

und die Laplacian von f ist eine Skalarfunktion

A(f) = fox + fyy + fz2.
Damit ist

Ofs O 2
of: , 0f, , 0f.
Yy z

div(gradf) = div(fz, fy, f=) = = foo + fyy + [z = D).

Also, die Formel ist richtig und beide Seite dieser Formel sind Skalarfunktionen.

Siehe nichstes Blatt!



Frage 2

rot(f ) = frot(v) + grad(f) x v
v/ O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Vektorfelder.
(O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Funktionen
v O Die Formel ist richtig.

Beide Seite dieser Formel sind Vektorfelder. Sei o/ = (v1,v2,v3), dann ist

rot(f7) = (a(fvs) (fvz) O(fvi)  O(fvs) O(fv2) O(fvl))

Oy 0z ' 0z oxr = Ox Oy
o (91}3 81)2 (9’01 (9’[}3 81)2 (9’01
=15y =22 ~ e 0n ~ oy )+ (e~ feva fevr = v, feva = )

Zu iiberpriifen ob die Formel richtig ist miissen wir noch grad(f) x 7 berechen.

i ik
grad(f) x T = ( fo fy f- ) = (fyvs — fzv2, f2v1 — fovs, fovo — fyUl).

U1 V2 V3

Die Formel ist also richtig.

Frage 3

div(f V) = fdiv(V) + grad(f) - rot(?)
(O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Vektorfelder.
v/ O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Funktionen

(O Die Formel ist richtig.

Offensichtlich sind beide Seite diser Formel Funktionen. Wir haben

= fle(?) + fa:vl + fyUQ + fzv?:
= fdiv(V) + grad(f) - V.

Die Formel ist Falsch.

Bitte wenden!
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Frage 4

rot(v x @) = ¥div(W) — Wdiv(?)

(O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Vektorfelder.
(O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Funktionen
(O Die Formel ist richtig.

Offensichtlich sind beide Seite dieser Formel vektorfelder. Sei ¥ = (v1,v2,v3) und W = (w1, w2, ws),
dann ist

i j k
7 X W = ( U1 V2 U3 ) = (112’LU3 — U3W2, W1vV3 — W3V, V1W2 — w1’U2) = (U1,UQ7U3)

wp w2 w3

Und die Rotation dieses Vektorfeles ist

% i k

o K ) 8U3 8’LL2 8u1 (9’(,L3 8’&2 8u1
V=r0t<7xﬁ>>=(ax e 52):<6y_3z’82_8x B ay)

Ul uz us

Die erste Koordinate dieses Vektors ist

0 0 0
‘/1 = ﬁ — ﬂ = —(wwg — ’11)3’[)1) — —(vgwg — vgwg).

dy 0z x dy
Sei nun W = 7 div(W) — Wdiv(7). Dann ist die erste Koordinate des Vektors W, W gleich
Wi = v1div(W) — widiv(7).

Die Formel ist falsch, als Vi # Wh.

Frage 5

rot(grad(f)) =0

(O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Vektorfelder.

(O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Funktionen

(O Die Formel ist richtig.

Die linke Seie der Formel ist gleich

oz
f=

i k
pmtroiogr (& & ) (G- Yo S %

I

o

Als f zweimal stetig differenzierbare Funktion ist, dann sind parielle Ableitungen 5%’; = g0 bJ =
x,y, z. Deswegen ist L = 0, und die Formel ist richtig.

Siehe nichstes Blatt!



Frage 6

Sei 7 = (1}1,1)271}3).
Avl
grad(div(7)) — rot(rot(V) = | Aws
A’Ug
v/ O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Vektorfelder.

(O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Funktionen

(O Die Formel ist richtig.

Frage 7

grad(V - W) = U - rot(W) + ¥ - rot(W)
(O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Vektorfelder.
(O Linke und rechte Seite dieser Formel sind beide Funktionen

(O Die Formel ist richtig.



