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Musterlosung 7

1. Nach der Kettenregel haben wir:
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Der Ubersichtlichkeit halber lassen wir nun die Variablenabhiingigkeit der Funktionen weg und

rechnen: ~
ir = waOS<p+fySin<p7
fo = —farsinp+ fyrcosep.
Wir kénnen diese Gleichungen nach f, und f, auflésen und erhalten:
fw = JECOS(P - .f]icps‘i%a
fy = frsinp+ fapy .
Nochmaliges Ableiten ergibt daher:
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Wenn wir diese beiden Gréssen addieren, sehen wir sofort, dass sich einige Terme kiirzen. Ubrig
bleiben nur:

re 7 sin? rs in2 ra : ra 52 ra s2
foz + fyy = ffr COSzSDJrfriJ +ftpg0517.2[10 + frr SlH2<,0+frCOb ) +f@¢COb ®
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= fert %ﬁ” + r%fw’v
wie gewtiinscht.
2. Wir erinnern uns an das implizite Funktionentheorem
Sei (zo,%0) € L :={(z,y) € Q: f(z,y) = 0}, so dass
9y f(z0,y0) # 0.

Dann gibt es eine Umgebung U = I x I’ mit Zentrum (z, yo) und eine differenzierbare Funktion

o: I =T, Ty = ¢(x)

Bitte wenden!



mit G(¢) = L N Q. Weiter gilt

Jz(x0,%0)

¢'(@o) = = fy(z0,90)

Die partiellen Ableitungen der Funktion F(z,y) =e¥ +y + ”—22 —x — % lauten

a)

b)

b)

F:J: (.T, y) = Tr— 17

Fyzy) = e +1.
Offensichtlich gilt tiberall F}, > 0, also insbesondere Fy, # 0. Aus dem Satz iiber implizite
Funktionen folgt, dass die Losungsmenge der Gleichung F(x,y) = 0 in einer Umgebung

jeder gegebenen Losung (zg,yo) der Graph einer differenzierbaren Funktion y = y(x) ist.
Da F(xz,y) beliebig oft stetig differenzierbar ist, gilt dasselbe fiir diese Funktion y(z).

Aus der Kettenregel kénnen wir nun allgemein die Ableitungen von y(z) berechnen:

o B
Vo= T
J - ~Fyo F2+2F, FyyF, — F?F,,

Fy
Fiir einen kritischen Punkt muss ¢’ = 0, also F,, = x — 1 = 0 und somit = = 1 sein. Wegen

F,, =0 ist dort die zweite Ableitung

P
Fy F, e¥ +1

Somit liegt an diesem kritischen Punkt ein lokales Maximum vor.
Bemerkung: Der zu x = 1 gehdrende Wert von y erfiillt die Gleichung

1 1
F(]-vy) = 6y+y+§—1—§ = 6y—|—y—]_ = 0.

Sicher ist y = 0 eine Losung. Sie ist auch die einzige, denn die Funktion y +— e¥ +y — 1 hat
Ableitung e¥ +1 > 0, ist also iiberall streng monoton wachsend, und kann daher hichstens
eine Nullstelle auf R haben.

x(u,v) = ucoshv, y(u,v) = usinhv.
_ Oz,y)\ _ m
det VI' = det <8(u,v) = det

— det sinhv wsinhov
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= u(cosh? v — sinh® v) = u.

Wir betrachten den Bereich

{(x,y)\ 1<az?—y?<4, —%xﬁyﬁ%x,m>0}

z\ _ (ucoshv
y) \wusinhv )’

Sel nun
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Aus der Bedingung x > 0 folgt
wcoshv > 0.

Da coshv = % (e¥ +e7Y) > 0 ist dies dquivalent zu
u>0.

Mithilfe von cosh? v — sinh? v = 1 folgt

1§332—y2§4<:>1§1§u2(cosh2v—sinh2v)§4<:>1§u2§4.

Wegen (1) ist dies dquivalent zu
1<u<2.

Weiter folgt aus —%x <y< %x, dass
1 . 1
—Eucoshv < wusinhv < —ucoshv.
Da u > 0 und coshv > 0 ist dies dquivalent zu

1
—5 < tanhv <
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sinh v
cosh v

. Daraus folgt

1 1
arctanh (—2) < v < arctanh (2> .

Mithilfe von arctanh(v) = 3 In (%) und arctanh(—z) = —arctanh(z) folgt

wobel tanh v =

1 1
f§1n3§v§§1n3.

Die beiden Bedingungen (1) und (3) ergeben schliesslich

1 1
B:{(u,v)€R3: 1<u<2, —2ln3§v§21n3}.
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Dann:
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= Llog3-(e'—e*) ~ 0192
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Frage 1

Definiere

Die Jacobimatrix df (z,y) ist
- O

Wir berechnen

flz,y) = (2?5) :

df(z.y) = (efw fye) .

eTTY Tty
aen = (5" 0.
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df (z,y) = (

et Y

Berechne f~!(u,v) und df~!(u,v).

O

£ (w,) = (3n(w) +In)), S (n(u) ~ Inw))),

11n(u)
21n(v)

)a df " (u,v) = < 1

In(v)
2u

In(u)

2u In(v)

Um die Umkehrfunktion f~! zu bestimmen miissen wir das Gleichungssystem

l6sen. Dies ist dquivalent zu

et = oy

eV = w
z+y = In(u)
z—y = In(v)

Addieren der beiden Gleichungen und Division durch 2 lieftert

x = %ln(uv).

T 20In2(v)

Analog ergibt subtrahieren der zweiten Gleichung von der ersten und Division durch 2

Somit folgt die Umkehrfunktion

Wir berechnen

yzlln
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e =5 ()
o= (1 )
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