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Losungen

2. Sei y(t) = 4(t). Die Differenzialgleichung
g(t) = —(1+y?)
lésst sich durch Separation der Variablen l6sen.

dy
= —dt
1+ 92

arctan(y) = —(t + C1)
y = —tan(t + Cy).
Die Anfangsbedingung y(0) = ¢(0) = 0 liefert C; = 0. Aus y(t) = — tan(t) folgt
x(t) = In| cos(t)| + Cs.
Die Anfangsbedingung x(0) = 0 liefert Cy = 0. Die Losung x(¢) = In | cos(t)| ist definiert fiir
/2 <t <m/2.

3. a) 1. Moglichkeit: Substitution v = x + y,v =z — y.
b) 2. Moglichkeit: Ai =z, = A~z

c¢) 3. Moglichkeit:
K _ (1 -1
Ar =14, A= (1 1 )

Fiir & = ve® ist Aav = v und also Av = o 'v. Das char. Polynom von A betragt
xa(\) =\ -1 +1

mit Nullstellen

A=1+1.
Deswegen sind die Eigenwerte von A~! gleich
1 144
o = =
1+ 2

mit zugehtigen Eigenvektoren (1,7) und (1, —¢). Real und Imaginérteil bilden eine Basis
des Losungsraums.

x(t) = e!/2(C cos(t/2) + Casin(t/2))
y(t) = e2(—=Cy sin(t/2) + Cy cos(t/2)).

Bitte wenden!



4.

6.

Die ersten zwei Summanden der Divergenz von ¢
div(¥) = yz + sin(xz) + 32>

sind ungerade in z. Deswegen ist der Fluss gleich

/ 32%dxdydz = [42°]1 | = 8.
w

Das Indexpolynom

ala—1)—1
hat die Nullstellen
o =2 *2\/5(> 0), a_ =1 ’2\/3(< 0).
Da z,(t) = % eine partikulire Losung der DFG ist, ist
3

a(t) = Ct** + Dt + =
die allgemeine Losung der DFG.
a) x(t) = Cto+ + &
b) z(t) = &to+ + L.
a) 1. Moglichkeit (“mit Stokes”): Da
rot(@) = (-+- -+, (22 +1)e* ), n=(0,0,1)

ist die Arbeit von ¢ langst v gleich die Fliche des Dreieks

Az/dmdy:l.
D

b) 2. Méglichkeit (“direkt”): Seien
7 (t) = (=t +1,t,0), t€[0,1]
—y2(t) = (t —1,¢,0), t€[0,1]
v3(t) = (¢,0,0), t €[-1,1]
Parametrisierungen der Kanten des Weges. Die gesuchte Arbeit ist gleich

et2+1

1
A= /v-dr = / v-dr = / v-dr = / (1—1t) 4 (2(1 —t) + D)te”
vy Y1+v2+73 71— (=v2)+73 0

1 e’ +1 1 [ 2 1
—/ (t—1)+ (2t — 1) + 1)tet” 1 dt—i—/ ~ 0 |dt=
0 0 ERREEE 0

1
- / (=26 —24+2(1— t) + 4(1 — t)tet )t + 4 —
0

1 1
:/ etz(—2+4t—4t2)dt+3:72/ e (1— 2t + 22)dt + 3 =
0 0

=2 (t—1))h+3=-2+3=1.

Siehe nichstes Blatt!

dt+



7. Die partielle Ableitungen des Integrals
1
I(a,b) = / (a + bx?® — cos(rx))? du
-1
sind

1
01 /0a = 2/ (a + bx? — cos(rx)) de = 2(2a + %b)
-1

1

0I/0b = 2/ 2 (a + ba? — cos(rx)) dx = 2(%(1 + %b — ),
~1

wobei p = fil 22 cos(mx) dr = —4/7%. Die kritische Punkte (a,b) erfiillen
a+b/3=0, a/3+b/5= -2/
Durch ausrechnen (b = —3a, a/3 — 3a/5 = —2/7%, —4a/15 = —2/7%) kriegen wir die Losung

15 45 15 )
a:ﬁ, b:72ﬂ'27 f(x):ﬁ(lf?):c )

(hij) =2 (233 ;ég)

hat h11 > 0 und Determinante 16/15 > 0. Also ist sie positiv definit. Da I nur ein kritischer
Punkt hat, ist es eine globale Minimalstelle.

Die Hesse Matrix

8. Fiir f(z) = (1 —z)= ist
fI(ZE) — _(1 _ :Ca)l/a—lwa—l _ _(1 o $2/3)1/2$—1/3’

und also

W = \/1 + (1 — .’L‘2/3)x—2/3 — $—1/3-

Der Oberflacheninhalt ist gleich

1 1
A=2- 277/ f@)/1+ f/(x)2de =2 - 271'/ (1 — 22/3)3/2= 13y,
0 0

Fiir ¢t = 2%/3 ist dt = 227 /3dz. Deswegen

A2~27r-g/01(1t)3/2dt2~27r~g-§12%.
9. Die Achse AG hat Einheitsrichtungsvektor
7= (1,1,1)/V3.
Die Projektion eines Ortsvektor & = (z,y, z) auf AG ist
p@) =770 = 21 0),
Also ist das Quadrat des Abstands zur Achse
Ay, 2 = 17— p@) = (o~ TIE2) 4 (- TRy (o - TS

Bitte wenden!



2
§(z2+y2+22—zyf:cz—yz).

Der Trégheitsmoment ist gleich

1 1 1
2 2 16
bac=p [ [ [ diwyopdudyds = o322 =
1J-1J-1

10. a) Die Linge ist gleich

1 1
1
:/ 1/1+—2dz:/ Va2 + 1z e
t € t

Fiir die Losung des Integrals [ 22 + 1z~ !dz setzen wir u = Va2 + 1, du = 24 Dann ist

1, udu _ udu
vdr =y =
und also
/\/2+1‘1d /“2 d /(1+ L )4
T r7dr = u = u =
u? =1 u?—1
11 1 1. fu—1
1 du = =1 =
/(+2(u—1 e R PRI
Vo 1-1
1—|—x2+—1 vertl-l +C,
Va2 rl+1
wobei
1 2+1-1 1
l — (1 +1-1)—In(va?+ 1)
AT~ 2 (VR T) n(Va  T) =
1
:§<1n(\/ +1-1)+In(va?+ Jrl) In(vz2+1+1)
=lnz—In(vVaZ+1+1).
Deswegen
/\/x2+1z71dz:\/1+z2+ln(z)fln(\/1+:c2+1)+0
und
1 1
:/ \/$2+1z71dz:{\/1+x2+ln(x)—ln(\/1+z2+1)+0} =
t t
= () + V2= V1 + 2 —In(vV2+1) + In(1 + 1+ £2).
b) Da
ViteZ=1+0(@t)
und
In(1+v1+1¢?)=1n(2)+ O(t)
ist

L) =In(1/t) + V2 —1—In(v2+1) +1In 2 + O(t).



