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Musterlosungen Schnelliibung 4

1. a) Esist D (¢) = R3, also einfach zusammenhéingend und

()
rotv (z,y,2) = 0-0 = 0.
20— 2

Nach Stammbach—Skript, Teil B, Kaitel VI, Satz 4 (Seite 71) ist ¥ ein Potential-
feld. Nach Satz 2 (Seite 69) ist ¢ konservativ.

b) Nach Teilaufgabe a) existiert f, so dass

i) fa(z,y,2) =22y +3
U(z,y,2) = gradf (z,y,2) < (i) f,(z,y,2) =2® —4z
(111) fz (SL’, Y, Z) = _4y

Aus (i) folgt, dass f (x,y,z) = x*y + 3z + C (y, 2), wobei C' eine Funktion
von y und z ist. Damit ist aus (i) 2% — 4z = f, (z,y,2) = 2* + C, (v, ) oder
Cy(y,2) = —4z, also C'(y, z) = —4yz + D(z), wobei D eine Funktion von z
ist. Somit schreibt sich f als f (z,y, 2) = 2%y + 3x — 4yz + D(z). Aus (iii) folgt
dann —4y = f, (x,y,2) = —4y + D.(z) oder D,(z) = 0, also D(z) = K mit K
eine Konstante in R. Zusammenfassend erhalten wir

f(z,y,2) =2y + 30 — dyz + K.

¢) Da v ein Potentialfeld ist (wegen Teilaufgabe a) oder b)), gilt dass (Stammbach—
Skript, Teil B, Kapitel VI, Seite 68)

b)

/U-dF: f(2,1,-1) = f(3,-1,2) Z6.
C

2. Der Definitionsbereich von @ ist der ganze Raum IR?, also einfach zusammenhiingend,

und
15x1001y2 _ 15x1001y2

rotv (z,y, z) = 5005210003 _ 50054:10003 _
15 - 100121090422 — 3. 50052109042~

=TI

Bitte wenden!



Nach Satz 4 vom Stammbach—Skript, Teil B, Kapitel VI, Seite 71, ist ¢ ein Potential-
feld, d.h es existiert ein Skalarfeld f = f(z,y, z) mit grad f = ¢. Somit ist

(i) ful(z,y,2) = 5005292
gradf(z,y,z) = 0(x,y,2) < (i) f,(z,y,2) = 152" y?z + 2y
(iii) f. (x,y,z) = by

Aus (iii) folgt, dass f (z,y,2) = 5z'%%32 + C(x,y), wobei C eine Funktion von
z und y ist. Es folgt aus (i), dass 152'%z + 2y = f, (z,y,2) = 1521%0y%2 +
C, (z,y) oder Cy(z,y) = 2y, also C(x,y) = y* + D(x) mit D eine Funktion von
x. f schreibt sich damit als f (z,vy, z) = 52132 + y? + D(x). Mit (i) folgt dann,
dass 5005210y = f, (z,y,2) = 500521°Cy3z + D, (z) oder D,(z) = 0, also

D(x) = C, wobei C' € R. Zusammenfassend ist
f(x,y,2) =52""y32 +4° + C.

Damit ist die gesuchte Arbeit A gegeben durch (Stammbach—Skript, Teil B, Kapitel
VI, Seite 68)

A= f(Q)— f(P) = f(0,1,1) — f(1,0,1) =1+ C — C = 1.

3. Wir betrachten die geschlossenen Wege ABC' DA, CGH DC respektive GFEHG.

B

Das Vektorfeld ¢ leistet darauf die Arbeit Wapcp, Weaup respektive Weappy. Da
die beiden Strecken C'D und GH zweimal durchlaufen werden, und zwar in entge-
gengesetzten Richtungen, gilt

Wiot = Wapep + Weaup + Waren.

Siehe nichstes Blatt!



Sei F'ypcp das Quadrat ABCD, Foarp das Quadrat CGH D und Fopgpy das Qua-
drat GF'E H. Nach dem Satz von Stokes gilt

Wit = /ﬁ-dF: // rotﬁ-ﬁd0+// r0t17~ﬁd0+// rotv-1dO.
r Fapep Feeup ForEnR

Es giltrotv (z,y, 2) = (x — 2y, 0,yz — 2).
Auf Fapep (z = 0)ist @ = (0,0,1) L rotv (x,y,0), also Wapep = 0 und auf
Fegup (x =0)istii = (1,0,0) L rotv (0,y, 2), also Wogrp = 0. Es folgt dann

Wi = Waren = / / rotv - ndO
Foren
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