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1. a) Es gilt f (n)(x) = f(x) mit n ≥ 0. Also gilt im Punkt x = 1

f (n)(1) = e.

Damit ist die Taylorreihe von f(x) um x = 1

f(x) = e + e(x− 1) +
e

2
(x− 1)2 +

e

6
(x− 1)3 + . . . = e

(

∞
∑

n=0

(x− 1)n

n!

)

.

b) Es gilt

f ′(x) = 6x5, f ′′(x) = 6 · 5x4, . . . , f (n) =
6!

(6− n)!
x6−n

mit n = 0, 1, 2, . . . , 6. Damit ist die Taylorreihe von f(x) um x = 1

f(x) =
6
∑

n=0

6!

n!(6− n)!
(x− 1)n =

6
∑

n=0

(

6

n

)

(x− 1)n.

Alternativ findet man direkt

f(x) = x6 = ((x− 1) + 1)6 =
6
∑

n=0

(

6

n

)

(x− 1)n16−n =
6
∑

n=0

(

6

n

)

(x− 1)n.

c) Betrachten wir die Taylorreihe von eix = cos(x) + i sin(x) um x = 0

eix =
∞
∑

n=0

(ix)n

n!
= 1 + ix−

x2

2!
−

ix3

3!
+

x4

4!
+

ix5

5!
− . . .

=

(

1−
x2

2!
+

x4

4!
− . . .

)

+ i

(

x−
x3

3!
+

x5

5!
− . . .

)

!
= cos(x) + i sin(x).

Somit ist die Taylorreihe von sin(x)

sin(x) = x−
x3

3!
+

x5

5!
− . . . =

∞
∑

n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
.

Die Taylorreihe von sin(x3) ist dann

sin(x3) =

∞
∑

n=0

(−1)n
(x3)2n+1

(2n+ 1)!
=

∞
∑

n=0

(−1)n
x6n+3

(2n+ 1)!
.

Bitte wenden!



2. a) Es gilt

1

(x− 3)2
=

d

dx

(

1

3− x

)

(1)

(d.h. 1
3−x

ist eine Stammfunktion von 1
(x−3)2

). Weiter gilt

1

3− x
=

1

3
·

1

1− x/3

(∗)
=

1

3

∞
∑

k=0

(x

3

)k

=
∞
∑

k=0

(

1

3

)k+1

xk, (2)

wobei wir in (∗) die geometrische Reihe benutzt haben (q = x

3
) und, dass |x| <

3 ⇒
∣

∣

x

3

∣

∣ < 1. Es folgt

d

dx

(

1

3− x

)

(2)
=

d

dx

(

∞
∑

k=0

(

1

3

)k+1

xk

)

=

∞
∑

k=1

(

1

3

)k+1

kxk−1 l=k−1
=

∞
∑

l=0

(

1

3

)l+2

(l + 1) xl. (3)

Wir erhalten

∞
∑

k=0

akx
k =

1

(x− 3)2
(1)
=

d

dx

(

1

3− x

)

(3)
=

∞
∑

l=0

(

1

3

)l+2

(l + 1)xl.

Der Koeffizientenvergleich liefert

ak =

(

1

3

)k+2

(k + 1) , k = 0, 1, 2, . . . .

b) Es gilt

5

−x2 + x+ 6
=

−5

x2 − x− 6
=

−5

(x− 3) (x+ 2)
. (4)

Wir wollen nun (4) schreiben als

−5

(x− 3) (x+ 2)
=

A

x− 3
+

B

x+ 2
, A, B ∈ R.

Es gilt

−5

(x− 3) (x+ 2)
=

A

x− 3
+

B

x+ 2
=

(A+B)x+ (2A− 3B)

(x− 3) (x+ 2)
.

Der Koeffizientenvergleich liefert

(I) A+B = 0 =⇒ B = −A (III)

(II) 2A− 3B = −5
(III)
=⇒ A = −1.

Siehe nächstes Blatt!



Also mit (III) ist B = 1. Wir erhalten

5

−x2 + x+ 6
=

−5

(x− 3) (x+ 2)
=

−1

x− 3
+

1

x+ 2
. (5)

Weiter gilt

−1

x− 3
+

1

x+ 2
=

1

3− x
−

1

−x − 2
=

1

3− x+ 1− 1
−

1

−2 − x+ 1− 1

=
1

2− (x− 1)
−

1

−3− (x− 1)

=
1

2
·

1

1− (x− 1) /2
+

1

3
·

1

1− (x− 1) / (−3)

|x−1|<2
=

1

2

∞
∑

k=0

(

x− 1

2

)k

+
1

3

∞
∑

k=0

(

x− 1

−3

)k

=
∞
∑

k=0

(

1

2

)k+1

(x− 1)k +
∞
∑

k=0

(−1)k
(

1

3

)k+1

(x− 1)k

=

∞
∑

k=0

[

(

1

2

)k+1

+ (−1)k
(

1

3

)k+1
]

(x− 1)k . (6)

Zusammenfassend erhalten wir

∞
∑

k=0

ak (x− 1)k =
5

−x2 + x+ 6

(5)
=

−1

x− 3
+

1

x+ 2

(6)
=

∞
∑

k=0

[

(

1

2

)k+1

+ (−1)k
(

1

3

)k+1
]

(x− 1)k .

Der Koeffizientenvergeich ergibt

ak =

(

1

2

)k+1

+ (−1)k
(

1

3

)k+1

, k = 0, 1, 2, . . . .

3. Es gilt:

f ′(x) = cos(πx2), f ′′(x) = −2πx sin(πx2), f ′′′(x) = −2π sin(πx2)−4π2x2 cos(πx2).

Also

a0 = f(1) =

∫ 1

1

cos(πt2)dt = 0, a1 = f ′(1) = −1, a2 = f ′′(1)/2 = 0, a3 =
f ′′′(1)

6
= 2π2/3

und

P3(x) = −(x− 1) +
2

3
π2(x− 1)3.


