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Frage 1
[Priifungsaufgabe Friihling 2011)] Sei das Vektorfeld in R?,

B z z+y
v(m,y,z) = (537;0)

und der Bereich B = {(z,y,2) € R3 | y > 2? und 0 < 2z < 1—y?} C R3 gegeben.
Berechnen Sie den Fluss von ¢ (von innen nach aussen) durch 0B.

v O #
O -3
O 3
=
Wir berechnen zuerst div v = % + % 40 = 1 und erhalten mit dem Satz von Gauss fiir
den Fluss

1,1 pl—y? 1,1
@:/// 1dV:/ / / ldzdyd:c:/ / 1—y*dyds
B —1Jz2Jo —1Ja2
) 1 16

2 6
= Z-2?+228de =22
/_13 TR Ar=oy



Frage 2
[Priifungsaufgabe Friihling 2011] Gegeben sei das Vektorfeld in R3,
U(z,y,2) = (y,2,2)

und der Weg v als Schnittkurve der beiden Flichen 22 + y? + 22 = R? mit
ReRund z+y+ 2= 1. Wie gross ist der Absolutbetrag der Arbeit A des
Vektorfeldes v langs des Weges v in Abhéngigkeit von R.

O
2 1 1
Al = (R \/g)ﬂ' fallsRZ\/g,l
fallsO§R§7§.
O

2 1 1
|A|:{\/§(R —§)7T fadlsRZ—g,1
0 falls 0 < R < 7

Da v ein geschlossener Weg ist, verwenden wir den Satz von Stokes und erhalten

|A|:|/17df|:|// rot 7 - 7 dS],
0% S
1

wobei 7 = —=(1,1, 1) der Einheisnormalenvektor auf die von - eingeschlossene Fléiche

S={(x,y,2) R’ |z +y+z=1und 2> + > + 2> <1}

ist. Mit rot v = —(1,1,1) folgt

|A|:%//SldS=\/§|S|

Nun ist S eine Kreisscheibe mit Radius r = y/ R? — % und wir erhalten

1

75

2 1 1
Al = \/§(R —g)ﬂ' fallsRZ%7
0 falls 0 < R <



Frage 3

Klicken Sie die richtige Antwort an:

Die Differenzialgleichung s(x, y) = t(x,y) - v’ ist exakt, falls

O sylz,y) =ta(z,y).
O sel@,y) =ty(z,y)
vV O sylay) = —ta(a,y).
O salz,y) = —ty(z,9)
O sal@,9) =~

Die Differenzialgleichung s(z,y) —t(z,y) -y’ = 0 ist genau dann exakt, wenn s, (z,y) =
—tz(x,y) (vgl. Stammbach, Analysis, Kap. VIL6).

Frage 4

Welche der folgenden Differenzialgleichungen ist linear?

O W-2*%=y

Yy y 1

1/ = —

v Oy +1—z2+1+:c 2
/ 2xy
:xQ—yQ

O y'+y+y*=0

O y=ay+ )

Frage 5
Wie lautet die charakteristische Gleichung der DGL y"’ + 2y +y = 07?
v O N+22+1=0
O XM+2x=0
O MN+20+1=0
O 1+22+X=0

Einsetzen des Ansatzes y(x) = " liefert die charakteristische Gleichung (oder das
charakteristische Polynom) A* + 2\ +1 = 0.



Frage 6

Gegeben ist die Differenzialgleichung 3" — 23’ +y = 0 . Welche ist die allgemeine
Losung?

O
O

y(z) =e* + e+ Cp
y(x)
O y)
y(x)
y(x)

x

T e’ + ze® 4+ Cy

Cre® + Coxe® + Cy
O
O

Die Differenzialgleichung ist linear mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische
Polynom A? — 2\ 4 1 = (A — 1)? hat die doppelte Nullstelle A = 1; deswegen ist

Cie® + Cyzxe®

T

z) = Cicosx + Coysinx

y(z) = Cie” + Caxe”
ihre allgemeine Losung (vgl. Kap. VIL.10, S. 84).
Frage 7

Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung y”’ + 3" = 0 ist gleich...
O ylx)=Ce” + Cae™™

O y(x) = Cre® + Coe™® + Cj

O ylx) = Cre® + Coze® + Cs

O ylz) =Cicosz+ Cysinzx

O y(z)=Cicosz + Cysinx + C3

1. Moglichkeit:
Das charakteristische Polynom A3+ hat Nullstellen A = +i und A = 0. Die allgemeine
Losung ist also gleich (vgl. Kap. VIL10, S. 85)

y(z) = Crcosx + Cesinx + 036" = Oy cosx + Cosine + Cs.

2. Moglichkeit:
Die Substitution v(x) = y'(x) liefert die homogene lineare Differentialgleichung 2.
Ordnung

v +v=0

mit charakteristischen Polynom A% + 1 mit Nullstellen 44 und allgemeinen Lésung

v(z) = Acosx + Bsinz.

"

Die allgemeine Losung von 3" 4+ 14" = 0 ist also gleich

y(z) = /v(x)d:v:Acosxstinx+Cg = (Cicosx + Cosinzx + Cs.



Frage 8

Gegeben sei eine inhomogene lineare Differenzialgleichung mit Storglied ¢(x),
also z. B. " + 2%y’ + (sinx)y = q(x). Es sei yo : © — yo(z) eine Losung. Kann
daraus in einfacher Weise eine Losung der Differenzialgleichung y” + 22y’ +
(sinz)y = 3q(x) konstruiert werden? Und, falls ja, wie?

(O Nein. Dies ist nicht in einfacher Weise moglich.
Ja, die Funktion x — (yo(x))? ist eine Losung.

Ja, die Funktion x — 3yo(z) ist eine Losung,.

<
o O O

Ja, die Funktion  — 3zyo(z) ist eine Losung.

Frage 9

Welche der folgenden Aussagen iiber die Differenzialgleichung 3" + 3y’ 4+ 2y = 0
ist falsch?

(O Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) = 0 und y(1) =1 —e.

(O Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) = 0 und y(1) = 0.

(O Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) =1 — e und y(1) = 0.

(O  Es existiert eine Losung mit y(0) = 1 und y(x) beschriankt fir 2 — oo.
v/ O Es existiert eine Losung mit y(0) = 1 und y(x) beschrankt fir z — —oo.

Das charakteristische Polynom ist A* + 3\ + 2 = (A + 2)(A + 1) mit den einfachen
Nullstellen —2 und —1, also lautet die allgemeine Losung y = Ae 2® + Be * fiir
Konstanten A und B. Dann ist y(0) = A + B und y(1) = Ae™? + Be™!. Fiir
beliebige Randwerte y(0) und y(1) sind diese Gleichungen simultan 16sbar; somit sind
die Aussagen (a) bis (c) richtig. Auch (d) ist richtig, weil es eine Losung mit diesem
Startwert gibt und jede (!) Losung fiir  — oo beschrénkt bleibt. Dagegen geht jede
von Null verschiedene Losung fiir z — —oo gegen +00 oder —oo; deshalb ist (e) falsch.
Die korrekte Antwort lautet also (e).



Frage 10

Welche der folgenden Aussagen iiber die Differenzialgleichung 3" + 3y’ +2y =0
ist falsch?

(O Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) =0, 3'(0) = 1.

)
(O Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) = 0, 3/'(0) =1, ¥”(0) = —3.
v O Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) = 0.

)

(O Es existiert eine eindeutige Losung mit y(0) = 1, 3'(0) = 0.

Aussagen (a) und (d) sind richtig nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz — sogar
ohne jede Rechnung. In (c) ist dagegen eine Nebenbedingung zuwenig, und nach
demselben Satz existiert zu jedem beliebigen zweiten Startwert y’(0) eine Losung. Es
existieren also unendlich viele Losungen in (c), und deshalb ist die Aussage (c) falsch.
In (b) ist zwar eine Nebenbedingung zuviel, und das kann im allgemeinen dazu fithren,
dass keine Losung existiert. Das Beispiel war aber gerade so gewéhlt, dass es eine gibt,
namlich e —e™2* wie man durch Ansatz und Koeffizientenvergleich feststellt, so dass
(b) in diesem Fall richtig ist. Die korrekte Antwort lautet also (c).



Frage 11

Welche der folgenden Aussagen iiber lineare DGLn 2. Ordnung sind korrekt?

v O

Die allgemeine Losung von y” +2y' +y = 0 ist y(z) = Cre”* 4+ Caze ™.

Richtig. Die charakteristische Gleichung ist A2 4+ 2\ +1 = (A + 1)2 = 0. Wegen der

doppelten reellen Nullstelle —1 ist die allgemeine Losung wie angegeben.

Die allgemeine Losung von y” +2y' + y = 0 ist y(x) = Cre™* + Cae™ .
Nein, s. Erlauterung bei Alternativantwort.

Die allgemeine Losung von y” — w?y = 0 (mit w # 0 konstant) ist

y(x) = Cre”” + Coze™*".

Nein, s. Erlauterung bei Alternativantwort.
Die allgemeine Losung von 3" — w?y = 0 (mit w # 0 konstant) ist
y(x) = C1e¥" + Che™ ",

Richtig. Eine Begriindung liefert wieder die charakteristische Gleichung, A\?> — w? = 0,
mit zwei reellen Nullstellen A = +w.

Alternative mit direkter Rechung: Es gilt (e¥®)” = (we¥?)’ = w?e¥® und (e~w*)" =
(—we™*T) = w2e~w%, Daher sind e“® und e~“? Losungen von y” — w?y = 0. Die
Wronski-Determinante

W (e, e™“") = —weWPe™" —we™“TeY" = —2w # 0,
und da damit diese beiden Funktionen linear unabhingig sind und y” — w2y = 0

eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, miissen diese Funktionen den

Lésungsraum von y'' — w2y = 0 aufspannen.



Frage 12
Losen Sie die folgende Differenzialgleichung
y// + 29/ +y=4de "

Hinwers:
Verwenden Sie das Verfahren von Lagrange um eine partikulare Losung zu bes-
timmen.

O y(x) = (c1 +zca + 223)e™ 7.
O y(x) = (c1 +zca + 22%)e 7.
O y(@) = (c1 +2%co +22%)e".
Die Differenzialgleichung
y' 2y ty=4de”" (1)

ist eine inhomogene lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koef-
fizienten. Wir suchen zuerst die allgemeine Losung y;, der zugehorigen homogenen
Differenzialgeichung

y' +2y +y=0. (2)

Den Ansatz y(z) = e, X € C, eingesetzt in (2) liefert

0 = XMy 4 =M ()\2+2)\+1)
#0
=p(\) = NX+22+1=0A+1>=0

p(A) (das charakteristische Polynom von (2)) besitzt eine doppelte Nullstelle A = —1.
Wir erhalten somit die zwei linear unabhéngige Losungen von (2)

yi(z)=e " und yo(z)=xe " (3)
Sei

0=o1y1 (z) + asyz (z) = are” " + aswe™ ", aq,a2 €R. (4)

Zu zeigen ist, dass a1 = a2 = 0, damit y; und y2 linear unabhéngig sind. Setze x =0
in (4)

a1:O. (5)
Setze x =1 in (4)
1 1
O0=o1— +as— gagzo.
e e

Damit haben wir gezeigt, dass a1 = a2 = 0 ist. Es ist leicht nachzupriifen, dass y1
und y2 Losungen von (2) sind (setzen Sie einfach die Funktionen y; und y» in die
Differenzialgleichung (2) ein).

Wichtig: Ist A\ eine m—fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms von

v a4ty ey =0, coci,... 01 ER, (6)



mit m > 1, so sind die m Funktionen

Az Az m—1 Az
e ,re ,...,T e

linear unabhéngige Losungen von (6).

Die allgemeine Losung von (2) ist somit gegeben durch

yn () = Ciy1 (z) + Cays2 () ) (C1+ Cex)e ™™, C1,0: € R. (7)

Wir suchen nun eine partikulére Lésung y, von (1). Dazu verwenden wir das Verfahren
von Lagrange und machen den Ansatz

y(@) = n(x)y1(z) +72(x)y2(2).
~1(z) und y2(z) lassen sich durch

(@)1 (z) +75(2)y2(z) = 0

N(@)yi(x) +ys(2)ys(z) = qlx),

wobei g(x) die Inhomogenitéat ist, gewinnen (siehe Stammbach—Skript, Teil C, Kapitel
VII, Seite 79-80).

Yi(z)e ™ +h(z)ze™ = 0
—(@)e " +y(z) (e —xe™™) = 4de
= e P=4e" = yh=4 =y = 4dr+c, =R
= =—dr =y = —22° 41, ¢ €R

Die allgemeine Losung von (1) ist dann gegeben durch

y(x) = (=22 + c1)e ™ + (4z + co)we™™ = (1 + xez + 22%)e ™",



Frage 13

Die allgemeine Losung der Euler’schen Differenzialgleichung

x2y”—xy’+y=0

ist gleich...
O ylz) = Ciz + Cozlnz + Csz(lnz)?
O ylx) = Ciz + Cya?
O ylx)=Cizlnz + Co(lnx)?
vV O yl@)=Ciz+Corlng

Das Indexpolynom
T(T—1)—T+1=T> -2 +1= (T —1)*

hat die doppelte reelle Nullstelle 7' = 1. Die allgemeine Losung der Differenzialgle-
ichung ist also
y(z) = Chz + Coxlnz

(Stammbach—Skript, Teil C, Kapitel VII, Seite 87).

Frage 14

Die allgemeine Losung der Euler’schen Differenzialgleichung

2//

+azy' +y=0
ist gleich...
O ylx)=Ciz+ Corlnz
O ylz) = Chz + Cox(Inz)?
v O ylzx) = Ccos(Inz) + Cysin(ln z)
O y(z) = Crzcos(Inx) 4+ Cozsin(In z)

Das Indexpolynom
TT-1)+T+1=T>4+1=(T+4)(T —1)

hat die zwei konjugiert komplexe Nullstellen 7" = +i. Die allgemeine Losung der
Differenzialgleichung ist also

y(x) = Crcos(lnz) + Cy sin(ln x)

(Stammbach—Skript, Teil C, Kapitel VII, Seite 87).



Frage 15

Untersucht man die stationére Temperaturverteilung auf einer homogenen Kreis-
scheibe oder auf einem homogenen Kreisring, so tritt die folgende Differential-
gleichung fiir y(r) auf:

m2

1
y//+_y/__2y20.
T T

Dabei bezeichnet r den Abstand vom Mittelpunkt der Kreisscheibe, und m ist
eine beliebige natiirliche Zahl. Klicken Sie die richtigen Aussagen an.

(O Die Differentialgleichung ist homogen, linear und Euler’sch.
(O Das Indexpolynom lautet 72 + T — m?2.

(O Die allgemeine Losung lautet y(r) = Cyr™ + Cor™™, fur C1,Cs € R, fir
allem € {0,1,2,3,---}.

Das Indexpolynom lautet T(T — 1) +T —m? = T? —m?>. Ist m > 0, so sind T = +m
die beiden Nullstellen des Indexpolynoms. Die allgemeine Losung lautet in diesem Fall

y(r) = Cur™ 4 Cor™,

fir C,C% € R. Ist m = 0, so ist T = 0 eine doppelte Nullstelle des Indexpolynoms
und die allgemeine Losung lautet

y(r) =C1+Cselnr,

fur C1,C2 € R.



Frage 16

Fiir welche Werte des Parameters b € R bleiben alle Losungen der Differenzial-
gleichung
22y + (1 —2b)ay +b%y =0

fir x — oo beschrankt?

O b<1
O b<0
O beR
O b<0

Es handelt sich um eine homogene Eulersche Differenzialgleichung (sieche Stammbach—
Skript, Teil C, Kapitel VII, Seite 86), da

1-2b , b
y+ 5y=0(z#0). (8)

22y + (1 —2b) 2y’ + Vy=0<—1y" +

T

Den Ansatz y(z) = 27 in (8) eingesetzt, liefert uns das folgende Indexpolynom
0=T(T—=1)+(1-20)T+b>=T> - 20T +b* = (T — b)>.

Das Indexpolynom besitzt also eine zweifache Nullstelle 7' = b. Wegen Stammbach—
Skript, Teil C, Kapitel VII, Seite 87, erhalten wir 2 linear unabhéngige Losungen von

(8)

y1 (x) = 2° und yo (z) = (Inz) 2"

Die allgemeine Losung von (8) ist nach Satz 9.2 (Stammbach—Skript, Teil C, Kapitel
VI, Seite 75)

y(x) = Ciyr (z) + Coys (z) = Cra’ + Co (Inz) 2®, C1,C2 € R.

Wegen limg ;o larc’—,f = 0 fiir kK > 0 (siche Stammbach—Skript, Teil A, Kapitel II, Seite
55) bleiben fiir b < 0 samtliche Losungen beschrénkt, konvergieren sogar gegen Null.



Frage 17

Die Substitution

in der Differenzialgleichung

v

x

22y + 2xy’ + 9" = —2cos(x)e” T
liefert...
O 229+ 2z¢ + ¢’ = —2cosx
O —2%2¢9+2zx¢ +¢" =—2cosx
v O ¢"—g=—2coszx

O ¢"—x9 =—2cosx

V@) = d@e T +g@) (-0 = (¢() ~ag(@) e
V@) = (@) 9@ —rg @) e T +(9'@) — ng(a)) - ()
= (g”(m) + (m2 — 1) g(z) — 2xg/(x)) e_§A
In die Differenzialgleichung z?y + 2zy’ + 3" = —2 cos(ac)e_% eingesetzt, erhalt man
x2g67% + 2z (g' — acg) efg + (g" + (x2 — 1) g— 2xg') efg = -2 cos(ac)ff%

<~<~g —g = —2cosx.



Frage 18

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der folgenden Differenzialgleichung

m2
22y + 22y + 4" = —2cos(z)e” T

_z2
2

durch Verwendung des Ansatzes y(x) = g(z)e

N

. 2

O ylz)=g(x)e™> = (c1e” + c2e® +cosz)e 2.

v

x 322

O yl@)=gl@)e™ = = (c1e*™ + cre™2" + cosx) e 2 .

v

x z2

O ylz)=g@)e = = (c1* + coe™* +cosz) e = .

z2 _z? ' _z?
y'(@) = g@e 7 +g(x) (-2)e 7 = (¢'(z) —wg(w)) e >
z2 _ 22
y'(2) = (¢"(z) —g(z) —zg'(2)) e 7 + (¢'(z) — 2g(2)) - (~x)e
22
= (g"(x) + (x2 — 1) g(z) — 2xg'(x)) e 2.
172
In die Differenzialgleichung 2y + 2xy’ 4+ y” = —2cos(x)e™ 2 eingesetzt, erhélt man
z?ge” T + 2z (g' — acg) ez + (g” + (x2 — 1) g— 2xg/) e 2 = —2cos(x)e T
—=qg¢'—g = —2cosz.

Wir suchen also die allgemeine Lésung der inhomogenen linearen Differenzialgleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten g” — g = —2 cos z. Wir suchen zunichst
nach der allgemeinen Losung g, der zugehérigen homogenen Differenzialgleichung g’ —
g = 0. Das charakteristische Polynom ist 0 = A*>~1 = (A4+1)(A—1), und somit erhalten
wir

gn (x) = c1e” +coe™ ™, c1,c2 €R.
Um eine partikulire Losung g, von g’ — g = —2cos z zu finden, setze
gp () = Acosx + Bsinz, A,B€R.
Somit gilt
gy (x) = —Asinz + Beosz und g, (z) = —Acosxz — Bsinz.

Eingesetzt in ¢’ — g = —2cos x ergibt

— Acosx — Bsinz — Acosx — Bsinez = —2Acosz — 2Bsinz = —2cos

<= (2—2A)cosz —2Bsinz =0 fiir alle z € R (9)

Fiir x = 0 schreibt sich (9) als 2 — 2A = 0, also A = 1. Fiir x = § schreibt sich

(9) als —2B = 0, also B = 0. Damit ist g, (z) = cosz. Die allgemeine Losung von

g — g = —2cosx ist somit

g(z) = gn () + gp () = c1e” + c2e™ ¥ + cos .
Die allgemeine Losung der urspriiglichen Differenzialgleichung z?y + 2zy’ + y” =
z2
—2cos(xz)e” 2 ist damit
2 2

z z

y(x) =g(x)e” 7 = (c1e” +cae " FcosT)e 2.



