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Musterlosungen Serie 11

1. Frage 1

Finden Sie die Losung der Differentialgleichung

n

V' +y Y Fyt+ar+1=0

O ylz)=e*+3sinz
O ylz)=e®+3cosz—x
O ylz)=Cre ™+ Cycosx + Csysinx — x

vV O ylxz)=e?+3sine—2x

Das charakteristische Polynom lautet o® + o® + v + 1 = 2®~1 ynd hat die Nullstellen —1, £4. Eine partikuldre

a—1
Losung ist yp () = —x.
Die allgemeine Losung lautet somit y(z) = C1 e™® 4+ Cacosx + Cssinz — x.
Die Anfangsbedingungen geben C1 = 1, C> = 0, C3 = 3.
Die gesuchte Losung ist also y(z) = e~ ¥ + 3sinz — x.

Frage 2

Es ist das folgende autonome System

1 =x1+ 220+ 3
Zi'2 :21'1+1'2

von linearen Differenzialgleichungen 1. Ordung gegeben. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
(O Es gibt keinen Gleichgewichtspunkt.
O (0,0) ist Gleichgewichtspunkt.
v O (1,-2) ist Gleichgewichtspunkt.
O

(—1, 2) ist Gleichgewichtspunkt.

Bitte wenden!



Frage 3

Bestimmen Sie alle s € R, so dass (0, 0) im folgenden System ein stabiler Gleichgewichtspunkt ist

{ B() = —at)+Ly()

g@) = se(t)-y(t).
O s<0
O s<4
O 0<s<4

Daz (t) = Ound y () = 0 eine konstante Lsung unseres Systems ist fiir alle s € IR, ist (0, 0) ein Gleichgewichts-
punkt unseres Systems. Es bleibt s € R zu finden, so dass (0, 0) stabil ist. Wir konnen das System folgendermassen
schreiben

. -1 1 . x (t)
— — 4 —
u(t)-Au(t)-(s 1)u(t),m1tu(t)—<y(t) .
Wir berechnen die Eigenwerte A1 und A2 von A

1

_ N A S R 1
O—det(AfAEg)—det( s _1_)\)7/\ +22+1 15

Damit sind die Eigenwerte gegeben durch
1 1
A1 =—1+§\/§ und )\22—1—5\/54

Nach Stammbach-Skript, Teil C, Kapitel VII, Seite 116(1.) und Seite 120(4.3) gilt: Der Punkt (0, 0) ist stabil,
falls Re (A1) < 0 und Re (A2) < 0. In unserem Fall ist Re (A2) < O fiir alle s € IR. Sei nun s < 0, dann ist
Re (A1) = —1 < 0. Falls s > 0, dann ist Re (A1) = —1 + 3/5 < 0 genau dann, wenn s < 4. Also gilt insgesamt
Re (A1) < 0 fiir s < 4. Damit ist fiir s < 4 der Punkt (0, 0) ein stabiler Gleichgewichtspunkt unseres Systems.

Siehe nichstes Blatt!



Frage 4

Losen Sie das Differenzialgleichungssystem fiir die Funktionen = : ¢ +— x(t), y : ¢ — y(¢) und
z:it— z(t)
T = Y
y = z+y+=z
z Y
T 1 1 1
O y|l=Ci | 0 Je+Co|2]|e2+Cs|—-1]e?
1 —1 1 1
T 1 1 1
O yl=Ci| 0 | +Ca|2|e®+C3|—-1]e?
z —1 1 1
T 1 1 1
O y|=C1| 0 | +Co 2] e +C3|-1]e?
z —1 1 1
Dieses System kann geschrieben werden als
T = Y 0 1 0 T
Yy = x4+y+z <z=Az, wobeiA=|1 1 1| undz=|y]|.
;o= y 01 0 2

d
e

f

a
b

c

g
h

)756v0n

Wir berechnen die Eigenwerte A1, A2 bzw. A3 und die Eigenvektoren (
J

-G19)

el o

o = O
— o O

- 1

det (A —Alg) =det [ 11—
0o 1
1 11

1—A
f/\-det( 1 _)\) 71~det(0 _)\>

A=A (A =11 =[1-(=X) =01 = =X (=A+ A = 1) + A
AN =A=2)=-A(A-2)(A+1)

0
1
-2

)

Die Eigenwerte von A sind somit Ay = 0, A2 = 2 und A3 = —1. Die zugehdrigen Eigenvektoren berechnen sich

a 0O 1 0 a 0 a
(A—Xi13) (b) = (1 1 1) (b) = (0) , also (b) € Kern (A4) .
c 0 1 0 c 0 c

Um den Kern von A zu berechnen, bringen wir die Matrix A auf Zeilenstufenform

0 1 0 1 1 1 1 1 1 _
A=11 1 1} — |0 1 0O —10 1 O] =:A
0 1 0 0 1 0 0 0 0

Bitte wenden!



Es folgt

~ a _fa 0
Kern(A) = Kern (A) = b| e ]R3| Alb]l =10
c c 0

o o Q

G]Rs|a+b+c:0,b20}

Al

a
= b E]R?’{c:fa,b:O
c
a
0
—a

1 1
= !aE]R =<al| O a € R ) = span 0
— -1
Man nimmt zum Beispiel
1
z1:=| 0 | €Kemn(A4). )]
-1

Beachten Sie, dass die Wahl @ = 0 nicht zuléssig ist, da der Eigenvektor nach Definition nicht Null sein darf.

d -2 1 0 d 0
(A— )\2]3) e = 1 —1 1 e = 0
f 0o 1 =2/ \r 0

Um den Kern von A — A215 zu berechnen, bringen wir die Matrix A — A2 13 auf Zeilenstufenform

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 B
(A—dals)— -2 1 0| —0 -1 2 |—1[0 -1 2| =B
0 1 -2 0 1 -2 0 0 0

Es folgt
d d 0
Kern (A — X\213) = Kern (E) = e GR?’!E e) =10
f f 0
d d
= e G]RS|d—e+f=0,—e+2f:0 = (e E]R3|d=f7e:2f
f f

f 1 1
2f |f€]R =qfl2 !fE]R = span 2
f 1 1

Man nimmt zum Beispiel

1
Z2:= | 2| € Kem (A — )\2[3) . 2)
1
g 1 1 0\ /g 0
(A-xsls) [h] =11 2 1] ([n]=]0
j 01 1)\ 0

Um den Kern von A — A3[3 zu berechnen, bringen wir die Matrix A — A3 auf Zeilenstufenform
1 1 0 1 1 0 1 1 0 ~
A—-X3lz=1|1 2 1| — |0 1 1| — |0 1 1] =20C.
0 1 1 0 1 1 0 0 0

Siehe nichstes Blatt!



2.

Es folgt

Kern (A = Xs15) = Kem () = { @ sEle @ ) (§>}
e Ll et
{(Zg> |gem}—{g (11) !ge]R}—sm{(?)}.

Man nimmt zum Beispiel
1
23 = | —1 ] € Kern (A*)\;),Ig).

1

Wir erhalten drei linear unabhéngige Losungen des Systems

) 1 1
2 (t) = Ze! Do ]er=1(0
-1 -1
) 1
o (t) = Z2e™?' @ (o] e
1
5 1
23 (t) = Zze3t @ —1] et
1

Die allgemeine Losung des Systems ist somit
(
(t
(

( t
1 1
Ch +Co |2 e +Cs | —1]e.
-1 1 1
a) Dieses System kann geschrieben werden als

. 0 2 . [
z—(4 6)2—142 furZ—(y).

t

z(t)

IS ISR

)

)) = Ciz1 (t) 4 Caza (t) + Cszs (1)
)

1

0

Wir berechnen die Eigenwerte A\; bzw. A2 und die Eigenvektoren < Z ) #* 0 bzw. ( ccl ) #*

VOHA(EQZ((l) (1)))
A 2

Ozdet(A—)\Eg):det< :4 6— ) =(A=2)(\—4).

3

0

Die Eigenwerte von A sind somit A\; = 2 und A\ = 4. Die zugehorigen Eigenvektoren berechnen

sich aus

aesa(1)=( 1) (1)=(8) =

Bitte wenden!

—



Damit ist der Eigenraum von A zum Eigenwert A; gegeben durch £, = span { ( } ) } und

. 1 - . .
somit ist < 1 ) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \;. Analog berechnen wir

aesn(3)=(1)(5)-(3) e

Damit ist der Eigenraum von A zum Eigenwert Ay gegeben durch E, = span { ( ; ) } und

. 1 R . 1 g
somit ist ( 9 > ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \5. Da | )ein Eigenvektor von A zum

. L. 1 1 . .
Eigenwert A\ = 2 ist, ist 21 (t) = ( ] ) eMt = ( ] ) e?! eine Losung von 2 = Az. (Genauer:

Sei ( } ) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 2, dann gilt 2 ( | ) A( 1 ) -

1
folgt durch Multiplikation von e?! beidseitig, dass 2 ( } ) < ) ,also 21 (t) =
Az (t), d.h. t — 271 () ist eine Losung von 2 = Az). Analog gilt, da < ; ein Eigenvektor

1

von A zum Eigenwert Ao = 4 ist, ist 25 () = ( 9

) et eine Losung von 2 = Az. Da z; und 2o

linear unabhingig sind, gilt

ath + ﬂ€4t

2(t) = az (t) + Bz (t) = ( e 1 25eM )

oder,da z = ( r >
Y

z(t) = ae® + e und y(t) = ae® + 28", o, R
ist die allgemeine Losung von 2 = Az. Wir bestimmen noch die Konstanten o und
1=2z(0)=a+pf und 2=y(0)=a+28, esfolgt a=0,5=1.
Die gesuchte Losung des Systems ist somit
z(t) = e und y () = 2e*.

Andere Methode:
Wir suchen eine Transformationsmatrix 7°, welche

A=TDT!
erfiillt, fiir eine Diagonalmatrix D. Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass
1 1 2 0
T—(1 2) undD—(0 4)

(die Eigenvektoren bilden die Spalten von 7" und die Eigenwerte bilden die Diagonalelemente von
D), und dass die Inverse von 1" gegeben ist durch

a2
= (200,

Siehe nichstes Blatt!



b)

Sei u := T~ 'z (also z = Twu), dann folgt wegen A = TDT ! und 2 = Az, dass ¢ =

TDT 'z = T~ = DT~'2 «= ¢ = Du. Also mit u = ( Zl )
2

’l'Ll (t) = 2u1 (t)
’CLQ (t) = 4’LL2 (t)

1 1 ae?t ae?! + pett
Z(t):Tu(t): ( 1 2 ) ( hedt ) = ( a€2t+2b€4t )

Dies ist dasselbe Resultat wie bei der ersten Methode.

up (t) = ae?,aeR

w(t) = bett pemr U0

I
/N
> Q
D ®
B
xR
~_

Es folgt

Dieses System kann geschrieben werden als

. 2 -1 S
Z_(l 9 )Z—Az furZ—(y).

Wir berechnen die Eigenwerte A\; bzw. A2 und die Eigenvektoren < Z ) #* 0 bzw. ( 2 ) #* 0

von A

2—-A -1
1 2—-A

Die Eigenwerte von A sind somit \; = 2 + i und Ay = 2 — 4. Die zugehorigen Eigenvektoren

berechnen sich aus

wenen(3)-(5 2)(1)-(2)=en

Damit ist der Eigenraum von A zum Eigenwert A\; gegeben durch F, = span { ( —lz ) } und

Odet(A)\Eg)det< >)\24)\+5.

. 1 g . .
somit ist ( i ) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A;. Analog berechnen wir

e (3)-(1 ) (5)-(3) =

Damit ist der Eigenraum von A zum Eigenwert Ay gegeben durch E), = span { ( 1 > } und

somit ist ( 1 ) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert \5. Analog wie in Teilaufgabe a) erhalten

wir zwei linear unabhéngige Losungen von 2 = Az

z1(t) = ( g )G(Q-H)t und 2z (t) = ( 1 )6(2_i)t

—1 (3

(Bemerke, dass 2o (t) = %7 (t)). Es folgt, dass die komplexe allgemeine Losung von z = Az
gegeben ist durch

2(t) = az1 (t) + fz2 (1) = « ( _12 ) e+t 4 3 ( 1 ) o(2—0t

oder,da z = < v ),
Y

z(t) =€ (ae + Be™™) und y(t) =e* (—aie + Bie ™).

Bitte wenden!



Sind wir nur an reellen Losungen interessiert, so fahren wir folgendermassen fort (Vergleiche
Stammbach—Skript, Teil C, Kapitel VII, Seite 85). Es gilt

- z1(t) + 22 (t 1 1 i 1 i

) = 1()22()§[<_i)e(2+)t+<i>e(2 )t:|
1y, et et 1 o5 ( 2cost \ _ o [ cost
- 3¢ —ieit +ieit ] T 2° 2sint ) ¢ sint

~ z1 (t) — Z9 (t) 1 1 i 1 —q

2(t) = o % i e+t ; e2—01

_ iegt eit — e~ B lth 2isint '\ _ 5 ( sint
9 —gett — e ) T 94 —2icost | —cost | °

Da 27 und z; linear unabhingig sind, ist die reelle allgemeine Losung von 2 = Az gegeben durch

Z(t) = v () + 05 (1) = ¢ H‘“’“)M( sin ! )]

sint —cost

oder

T(t) = e? (ycost + sint) und 7 (t) = e (ysint —dcost), 7,6 € R.

3. 1. 1. Moglichkeit: Substitution u = = + y,v = x — y.
2. 2. Moglichkeit: A = x4 = A~ 'z,

3. 3. Moglichkeit:
4
Ar =124, A= (1 1 >
Fiir = ve®® ist Aow = v und also Av = o~ !v. Das char. Polynom von A betrigt

Xxa(\) = -1)*+1

mit Nullstellen
A=1+1.

Deswegen sind die Eigenwerte von A~ gleich
Y
Clkd 2
mit zugehiigen Eigenvektoren (1,4) und (1, —4). Real und Imaginirteil bilden eine Basis des Lo-
sungsraums.

«

z(t) = et?(C} cos(t/2) + Cysin(t/2))
y(t) = e2(—=Cy sin(t/2) + Cy cos(t/2)).

4. Die Differenzialgleichung
y' = 2a—4)y +(8—4a)y=0 4)

ist eine homogene lineare Differenzialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Der
Ansatz y (z) = e, A € C, liefert (y/ (z) = A, y” (x) = A\2e?)

0 = MM —(2a —4)Xe™ + (8 — 4a) e
Az
= M [N=(2a—-4) A+ (8—4a)].
#0
—=p(\) = M —(2a—4)\+(8—4a)=0

Siehe nichstes Blatt!



Wir berechnen die Nullstellen von p () (charakteristisches Polynom von (4))

2a—4+\/(2a—4)2—4(8—4a)

AN = 5 =a—2++va?2—-4 und

200 — 4 — /(20 — 4)* — 4 (8 — 4a
PO— \/( 2) ( ):a—27 a? —4.

Wir unterscheiden folgende Fille.
o> 2:

M o= a-24Va2—-4>2-2+4+Va2—-4=ya2-4>0
X < 0, da oa=a—-2—Va?2—-4<0<=0<a—-2<vVa?2—-4

2
— (a-2)°< (\/0[274) —=a’ —datd<a®—4
— da<-8<=a>2
Zusammenfassend: A; > 0, Ay < 0 (insbesondere ist A1 # A2). Somit sind alle Losungen von der Form
(oder Linearkombinationen dieser Formen)

aeM® — +o0 oder 0 (z — 00), a € R (je nachdem, ob a > 0, < 0 oder = 0 ist)

be*2® — 0 (z — 00), b€ R.

a=2:
Esist Ay = 0 = Aq. Alle Losungen sind von der Form (oder Linearkombinationen dieser Formen)

aeM?® = q (beschrinkt fir z — 00), a € R

)\QI

bre*?® = bxr — oo oder 0 (z — o0), b € R (je nachdem, ob b > 0, < 0 oder = 0 ist).

—2<a<2:
Es gilt a® — 4 < 0. Es folgt, dass A\; = X\a € €\ R mit Re (A1), Re (A2) < 0 (da o — 2 < 0). Alle

Losungen sind von der Form (oder Linearkombinationen dieser Formen)
aeRe)z gilm)z _ (x > 00),aeR

bRz g—im(A)z _y (x = ), beR.

Ao = a—2— [a®>—4<0
\,_/ H/—/

M = a—2+Va2—4<a—-2+Vat+4<a—-2+ 4a+4

a < —2:
Es gilt

= a-2+1/(a—2)? —a=2+[a-2|=a-2-(a=2)=0.
go

Zusammenfassend: A\;, A2 < 0, d.h. wir haben exponentielles Abklingen, somit gehen alle Losungen
gegen 0 fiir x — oo.
Die Antworten lauten somit

a) a > 2.

b) a=2.



