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1. Die partielle Ableitungen des Integrals
1
I(a,b) = / (a + bax? — cos(rx))? dx
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0I/0a = 2/ (a4 ba? — cos(mx)) dr = 2(2a + §b)
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oI /0b = 2/ 22 (a 4 ba? — cos(rx)) dx = 2(§a + gb — 1),
-1

wobei p = f_ll 22 cos(mx) dr = —4 /7%, Die kritische Punkte (a, b) erfiillen
a+b/3=0, a/3+b/5=—-2/7°
Durch ausrechnen (b = —3a, a/3 — 3a/5 = —2/7%, —4a/15 = —2/7?) kriegen wir die Losung

15 45 15
= — = —— = — 1 — 2 .
“T o b o2m2’ f(z) 27r2( 3a7)

(hij) =2 (233 ;g)

hat i1 > 0 und Determinante 16/15 > 0. Also ist sie positiv definit. Da I nur ein kritischer Punkt hat,
ist es eine globale Minimalstelle.

Die Hesse Matrix

2. 1. Die Lange ist gleich
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Fiir die Losung des Integrals [ /22 + Lz~ 'dz setzen wir u = V22 + 1, du = £22_ Dann ist
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wobei
= % (Hl(\/m— 1) +ln(\/x2—+1+1)) —ln(\/,ﬂ——kl_kl) _

=lnz—In(v/22+1+1).

Deswegen
/\/x2+1x_1d$:\/1+x2+ln(ac)—1n(\/1+x2+1)+0
und
/\/3@2 + 1o~ ldac—[\/l—i—xQ—i—ln —In(v1+22+1) —|—C} =
=B +vV2—V1+£2 —In(vV2+1)+In(1+ 1+ ).
2. Dal
V1H82=1+0()
und
In(1++v1+¢2)=1n(2)+ O(t)
ist

Lt) =In(1/t) + V2 =1 —In(vV2+ 1) +1n 24 O(t).

. Fiiry(z) = Y30, ane® = ag + a1z + asx? + agz® + - - - sind

y'(z) = a1 + 2ap + 3azz® + - = Z kapa®~ Z (k4 Dagpr 2"
k=1 k=0
und - -
y"(z) = 2as + 6azz + -+ = Z k(k — 1)agz®™ Z (k4 2)(k + 1)agroz".
k=0

Nach der Anfangsbedingungen kriegen wir sofort
ag =0 =a;.

Durch einsetzen in der Differenzialgleichung kriegen wir

Zk+2 k+1ak+2z +z32k+1ak+1z =z
k=0

k=0
oder auch .
Z(k + 2)(k + 1)ak+2zk + (k + 1)ak+11'k+3 = .
k=0

Ein Koeffizientenvergleich liefert

ap=0=a1 =az =a4 =as = ag = ay = ag = ayp

"Landau Symbol O: f € O(g) falls 0 < lzmx_,a| ) | < 0.

q(x

Siehe nichstes Blatt!



1
6

az =
B 1
BTG
und fiirn > 11
— an—5
n T oan—1)

. Wir benutzen den Satz im Stammbach—Skript, Teil B, Kapitel IV, Seite 32. Die Kandidatenliste fiir die
Extremalstellen von f (mit f (z,y) = 2% — 2y + y? — ) auf der Viertelkreisscheibe B sind:

Inneres von B:

folzyy)=2z—y—1=0=—z+2y=f,(z,y) = 2=2y,20—y—1=0

:>3y:1:>y:%:>m:§ ,also (z,y) = (;,%) €B
Damitistf(%,%) :—%.
Rand von B:
y
1 ’-'~I
\I
S C
\/
a B \’
\
1 X
0,0 b 1

Auf dem Geradenstiick a (ohne Eckpunkte, siehe Skizze) gilt:

z=0und0 <y < 1, damitist f (0,y) = y?, es folgt, dass f, (0,y) = 2y = 0 impliziert y = 0 ((0, 0)
ist kein Element von a). Damit gibt es keine Extremalstellen auf a.

Auf dem Geradenstiick b (ohne Eckpunkte, siche Skizze) gilt:

y=0und 0 < z < 1, damit ist f (x,0) = x? — x, es folgt, dass f, (x,0) = 2z — 1 = 0 impliziert
T = % Der Punkt (%,0) liegt auf b. Es ist f (%,0) = f%.
Auf dem Kurvenstiick ¢ (ohne Eckpunkte, siehe Skizze) gilt:

(z,y) = (cost,sint) und 0 < ¢t < 5, damit ist

1
f (cost,sint) = cos®t — costsint + sin®t — cost = 1 — §sin2t — cost,

wobei wir sin(z+y) = sin x cos y+cos z sin y (Additionstheorem fiir den Sinus) und sin? t+cos?t =1
benutzt haben.

Bitte wenden!



Mit dem Additionstheorem fiir den Cosinus (cos (x + y) = coszcosy — sinxsiny) und sin?z +

cos? z = 1 erhalten wir

d
%f (cost,sint) = —cos2t+sint = —(cos®t —sin®t) +sint

= — [(1 —sin2t) —sinzt] +sint = 2sin®t +sint — 1

Aus %f (cost,sint) = 0 folgt sint = %\/g’ also sint = 1 oder sint = —1. Wegen 0 < ¢ < Z ist
t = &. Damit st f (cos%,sin%) =f (@, %) =1- %g > f%.

Ecken von B:
£(0,0) =0, f(1,0) =0und f(0,1) = 1.

Insgesamt erhalten wir: Maximum von f ist f (0,1) = 1 und Minimum von f ist f (%,3) = —1.

. Methode 1: Wir wihlen Zylinderkoordinaten (g, ¢, z), d.h
r=pcos¢p, y=o0sing und z=z,

wobei 0 < p < 00, 0 < ¢ < 27 und z € R. Das Trigheitsmoment beziiglich der z-Achse

oo

wobei § die Dichte ist, ergibt sich mit dm = pdod¢ dz.

Rsina ...

zcot o RZ — 22
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B RsinavR2—22 Rsin a Q4 VRZ_22
e = 5// / Q3dgdzd¢:66/ T dz

zcot «

(=)

0 0 zcot «

unabhingig von ¢
Rsin «

1)
— ZB / (R4 —2R?2% 4+ 2* — 2% cot? a) dz
0

5 2 1 1 Rsin a
= Zﬂ {R‘lz— §R2z3+3z5—gz5cot4a]o
) 2 1 1
= ZBRE’(sina —3 sin® o + 5 sin® a — 5 sinacos4a)

= (1 —sin%a)?
) 2 1 1 2 1
= ZﬁRf’sina(lfg sin2a+g sinfa— 2+ 2 SiHQOA*g sin4a)

5 b
= % R®(3sina — sin® a)

Methode 2: Wir wihlen Kugelkoordinaten (g, ¢, 1), d.h
r=rsindcos¢, y=rsindsing und 2z =rcosv,

wobei 0 <9 <7, 0<¢ < 2rund 0 < r < oco. Das Trigheitsmoment beziiglich der z-Achse

@:5///3(:c2+y2) dm

wobei d die Dichte ist, ergibt sich mit dm = 72 sin 9 dr do do.

B R /2 R m/2
6 = 5/ rsin® 9 do dr dqbzéﬁ/ / 7 (sin ¥ — sin ¥ cos? ¥) dvd dr
0 0 n/2—a 0 7/2—a

unabhingig von ¢

R jus
3972
= 5ﬁ/r4dr-[—cos19+coz }
0 El
——
_ e
) 3(m _
_ s COS(%‘O‘)‘W]
x Y-
© %RE’ cosﬁcosa—i—sinzsina— (COS§COSQ+SIH§SIHQ)
5 2 2 3
op

s 5 . o 3
ir R°(3sina — sin” )

In (*) haben wir das Additionstheorem fiir den Cosinus, cos(cw— 3) = cos « cos 8+ sin « sin 3, benutzt.

Bemerkung: Mit o = Z und 3 = 27 erhilt man 20 = 653 RS = 42 (%’T R3)R2, das bekannte

Triagheitsmoment einer Vollkugel beziiglich eines ihrer Durchmesser.

Bitte wenden!



6. Wir betrachten den Fluss ® (a) des Vektorfeldes ' durch die Oberfliche von W, von innen nach aussen.
Sei f : [0,00) — R stetig differenzierbar. Gesucht ist eine Bedingung an f, so dass ® (a) unabhénig
von a ist. Wir betrachten den Schnitt des Korpers W, bei festem .

z

a—+

=X ‘

Der Satz von Gauss liefert

1 a x
/// dividV = / / / dividzdzdy
W, o Jo Jo
1 a T 1 a 2’2 x
= / / / (f' (z) + z) dedady = / [f/ (z)z+—] dzdy
o Jo Jo o Jo 2 ]y
2 a

_ /01/Oa<f’(z)z+%>dxdy/0 <f’(:r)x+%2>d:r.

@ (a)

Es gilt
® (a) unabhingigvona <= 0= ® (a)
d a 2 2
= 0= a /, (f’(:c):v—i—%) d:v—f’(a)a—i—%
— f'(a)= —g
a2
— fla)=C- y mit C eine Konstante. (1)
(1) ist also die gesuchte Bedingung an f.
7. Wegen eV = 14 4 + %—2, +.- = ZZOZO% firalley € Rund —t?> € R (dat € [0,2],2 > 0) gilt
2 o (=2)"
e => ( :l,) . Es folgt
e pn (et g
2 2 - 2
2 t4 > 1 n—lﬁQ(n—l)
_ 1__+__...:Z( )
2 6 — n!

Gliedweise Integration liefert

T eft2 oo (71)7171 T o0 (71)7171 xanl
——dt = - =D g =
/0 2 Z n! /0 Z n! 2n—1
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8. Sei P = (X,Y, Z) ein Punkt auf der Einheitskugel. Es gilt also X2 + Y2 + Z2 = 1. Dann wird der
Weg von O nach P wie folgt parametrisiert

Fy=t|y]|] o<t<i.
Z

Die lidngs dieses Weges von ¥ verrichtete Arbeit A(P) ist dann

1 1 t3Y2Z X 1
Mmz/fmm$@m=/ B3XYZ|-|Y ﬁ:XWZ/Mﬁ:XWZ
0 203X Y? Z )

Es ist also das Maximum von X Y27 unter der Nebenbedingung X2 + Y2+ Z2 = 1 gesucht. Man setzt
Y? =1— X? — Z? ein und muss nun das Maximum der Funktion A(P) = XZ(1 — X2 — Z?) in der
Kreisscheibe X2 + Z2 < 1 suchen. Man beachte, dass auf dem Rand der Kreisscheibe A(P) = 0 ist.
Fiir extremale Punkte im Innern verschwindet der Gradient. Man hat also

Ax\ _ (z(1-2z*-3X?)\ (0

Az )\ X(1-X2-32%))  \0/)"
Losungen dieses Gleichungssystem, fiir die X = 0 oder Z = 0 ist, liefern A = 0. Fiir die andern
Losungen gilt das Gleichungssystem

1-272-3X2=0

1
M . 2 2
1 X2 _ 372 0 mit der l,osung X* =/7°= _4 .

In diesem Fall ist dann Y2 = 1 — X? — Z? = 1 und man erhilt die vier Punkte

1 _1
2 2 1
1 1 . . . _ -
iﬁ , iﬁ mit maximaler Arbeit A = g
1 1
2 2
9. Setze u(z) = x + 2y(z), d.h. y(z) = 2u(x) — 2. Dann ergibt sich
1 1
/ N
Y (:E) = ju 2 ’
und damit wird die urspriingliche Gleichung zu
1, 1 2-—sin(u) 1 1 , 2
—_ —_— = = — — d = .
2 727 2sin(w)  sma 2 00 YT Gnu

Diese Differentialgleichung ist separierbar:

/sinudu:/Qdac.

cosu=—-2zx+C, CelR

Wir finden

Die Auflésung nach u liefert u(z) = arccos(—2xz + C)), und wegen y(z) = 1 (u(z) — z) erhilt man
schliesslich

N | —

y =y(z) = = (arccos(—22 4+ C) —z), CE€R.



