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Musterlosungen Serie 3

1. Frage1l

Berechnen Sie

// xe* Y dF,
D

wobei D = [0,1] x [0, 1].

v O e-1
O 1
O e+1

FS 2013

11 1 1
// ze* TV dF = / / ze" Y dydx = / x[ew+y}zzé dx = / z(e"T — e*) da.
D o Jo 0 0

Mit einer partiellen Integration erhalten wir

1 1
/ z(e T — ") dx = [x(e" T — e)]EZ) - / ("t —e")dx =
0

=l —e—[("T -t =l —e— (P —e—e+1)=e— 1.

Bitte wenden!



Frage 2

Berechnen Sie

// e_(”’2+y2)dF,
D

wobei D = {(x,y) € R? | 22 +y? < 1}.

O w(1+13)
O w(2-1)
v O w(1-1)

Wir rechnen in Polarkoordinaten:

@) Lo L, L
//e Y dF:// e -rdqbdr:27r/e ~rdr:—7r/e < (=2r) dr =
D o Jo 0 0

Frage 3

Berechnen Sie

/ / z2y? dF,
D

wobei D das durch die Kurven y = 22 und y = 1 geschlossenes Gebiet bezeichnet.

v O %
O =
O 3

11 1 3
// 2*y? dF = / / 2y dydx = / mz[y—]iz dzx =
D -1 Jz2 -1 3

1 1 2 6 1 1 2 8 1.’L'3 1'91 4
i 1— == - S S
3/_11:( z°)dx 3/_1(56 z°) dx 3[3 9],1 57

Siehe nichstes Blatt!
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Frage 4

Fiir welches B ist

//}3(2—x2—2y2)dF

O B={(z,y) eR?| L +42<1}

am grossten?

O B={(z,y) eR*|2-2" -2y >0}
(O Bist eine gefiillte Ellipse um (0, 0) mit Hauptachsen v/2 und 1.

Sei D C R? ein Gebiet. Wir schreiben

D={(z,y)eD|2-2"-2y> <0} U {(z,y) €D |2—2>—2y°> >0} = D1 UDs.

=:Dq =:Dy

Daher
/ (2 — 2 —2y)dF = (2 — 2 —2y)dF =
D

D1UDy

© / (2 —z* — 2y%)dF +/ (2 —2® — 2y*)dF
D,y

D>
() 2 9
< / (2—2" —2y°)dF
Doy

wobei () ist giiltig, da in unserem Fall D1 N D2 = @ ist, und die Ungleichung (xx) folgt aus der Monotonie des
Integrals und nach Definition von D;. Setzen wir also

B = {(z,y) €eR* |2 —2" — 2> > 0}.

Da D; C B und nach der Monotonie des Integrals folgt, dass
/ (2 —a2? —2y%)dF < / (2 — a2 —2%)dF < / (2 — 2 —2y%)dF
D Dy B

fiir beliebige Gebiete D giiltig ist, und also, dass B die gewiinschte Bedingung erfiillt.
Bemerkung: Das Gebiet
2
B={(zy) eR*|2-2" -2/ > 0} = {(w,y) e B | T +4° <1}

ist eine gefiillte Ellipse um (0, 0) mit Hauptachsen v/2 und 1.

Bitte wenden!



Frage 5

Berechnen Sie das Volumen des Korpers, welcher von unten durch das Paraboloid z = 202 + y2 und

von oben durch die Ebene z = 1 begrenzt wird.

V3
o =*
O 1

V2
o
Methode 1:

Wir zerlegen den Korper in Scheiben parallel zu der zy—Ebene:

X

Grundfliche der Scheibe bei z ist eine Ellipse mit den Halbachsen \/g und +/z, da folgendes gilt

1 1
z=2" 4y  =1= 2x2+ 2y2 (z #0).

Damit ist der Flidcheninhalt der Grundfldche der Scheibe: 7 - \/Z Wz = 7= (da der Flicheninhalt einer Ellipse

2

mit den Halbachsen a und b gleich 7- a - b ist). Die Dicke der Scheibe ist dz. Es folgt, dass das Volumen der Scheibe

bei z gegeben ist durch dV = m—== - dz. Also ist das Volumen des Korpers gegeben durch

V2
Lo \/§7T
V= /dv = L dz= .
/ /OW\/EZ 4

das Volumen des Korpers = V' = / / / 1dzdydz.

Methode 2:
Zu berechnen ist

geeignete Grenzen

Wir fiihren folgende Koordinaten ein

r
T = —— Cos ¢, = rsin und z =z,
NG} ¢y ¢
wobei 0 < ¢ < 2w und 0 < z < 1. Wir berechnen zudem die Grenzen fiir die r—Integration:
2
z=2¢" +¢4* =2 (%cosgb) +(rsing)’ =1’ = 0<r <z

Wir berechnen das Volumenelement dzdydz = | det(J)|drd¢dz:
cos ¢ _rsing 0

Tr Ty T 7 s .
det(J) =det [ yr yo y. | =det| sing rcos¢ 0 |= 7
Zr Z¢ 2z 0 0 1

Siehe nichstes Blatt!



AlsoistdV = %drdg‘bdz. Es folgt

1 27 Vz r
Vv = ///1dxdydz:// / —drde¢dz
o Jo Jo V2 ¢
——

geeignete Grenzen

- [ [ Ga)

1 \/§7r

4

z
z=2m-

42

vz 2
d
0

0

Bitte wenden!



Frage 6

Sei T ein Tetraeder mit Eckpunkten (0,0, 0), (1,0,0), (0,2,0), (0,0, 3).

Berechnen Sie das Integral
[ [ [ s
T

mit f(z,y,2) =z +y.

4
O 3
3
O 1
1
O 3
Es gilt:
2—2x 3— 3x7§y 2— 2x — 3 3
// / (z+y dzdydx—// [(z+y)z],._ deydx:
2—2x 2—2x 9 3
:// (z+y)(3— 3xffydyda:—// 3x73x ffxy+3yffy )dydx—
/[(390—33: )y+(3—7a:)y— 3. i]y 22y =
o 272 2 3
1 _ 9.3
:/[(3:c—3x2)(2—2x)+(3—9:c)(2 20" (220,
o 2 2 3
1 5 3 3 x2 3 zt 471 3
= [ (6 —15z+ 122" — 3z —4(1 — x) )dx=[6m—157+4x —3?+(1—x) ]0:1
0
i)

au(g, o, t) = Aef (o, ¢)(Acos(Act) — Bsin(Act))

’ u(o, ¢,t) = N2 f (0, )(Asin(\ct) + B cos(Act))

or?
Au(p, d,t) = Af(o,0)(Asin(Act) + Bcos(Act)) = (Asin(Aet) + Bceos(Act)) Af(o,d) =
—X2f(e,9)

= —\?f(0, ¢)(Asin(Act) + B cos(Act))
Wir haben gezeigt, dass diese u(o, ¢, t) eine Losung der Wellengleichung us; = ¢ Aw ist.
ii)

6%]0(@, ¢) = h(0) (C'sin(ng) + D cos(ne))

2 ”
8%2 (0.6) = h(p)" (C'sin(ng) + D cos(ng))

Siehe néchstes Blatt!



a%f(g, 6) = h(0)(nC cos(ng) — nDsin(ng))

82

aTSQf(Q, ¢) = —n*h(0)(C'sin(ng) + D cos(ng))

Es folgt

2 82
Ao d) = (2 410 L0y )=

90> 000 ' 0*0p?
= h(o)" (Csin(n®) + D cos(ne)) + éh(g),(C’sin(mb) + Dcos(ng)) + é(—rf)h(g)(C’sin(mb) + Dcos(ng)) =

= (C'sin(n¢) + D cos(ng)) - (h(g)” + fh(g)/ + *(—TlQh(Q))) =

— (Csin(no) + Deos(ns) (o) + h(e) + o5 (~n*h() + (¥hle) ~Xh(2) =

= —\?h(0)(Csin(ng) + D cos(ng)) = —A*f(o, $)

iii)

Ti@) = 3 () e () 0 4 2m) (4 2m = 1) ()

Es folgt:

" 1. n2
Tn (@) + —Jn(@) + (1= —5)Jnlz) =

= D N e () Rk 2m) 2 — 1) 5

() e (G2 (- 2m) )+

1 . \n+2m

M- Ty 2

m!(n+m)!

Bitte wenden!



2

=3 (- ) +2 ((n+2m)(n+2mfl)x 2 (4 2m)a ™2 4 (1 - D) ):

_ i(fl)m 1 (l)n+2m (4m(n+m)xn+2m72 +xn+2m> _

= m!(n+m)! 2
= 1 1 1 1
_ -1 m n+2m—2 n+2m 2 “\n+2m,  n+2m _
mZ‘l( N T rEw——TICY *ZO i rmna) e
Wir substituieren m = m — 1: =
i (_1>m/+1 1 <l)n+2m/xn+2m/ + i m 1 (1)n+2mxn+2m) =0
~ (m ) (n+m')2 — m!(n+m)! 2
iv) Analog wie Teil (iii):
OIERATY T o C—— AL
" = m!(n+m)! 2 2
W (@)= 100 = 3 (0m—(om2n omnt 2m - 1)(Ea)2
" = m!(n+m)! 2 2
Es folgt
” 1 ’ TL2
h(o) + =h(o) + (A — g ==
i 1 (1/\)n+2m (4m(n+m)gn+2m*2 + Qn+2m) _
= (n+m)! 2
= 1 1 = 1 1
_ -1 m )\ n+2m—2 n+2m 2 A n+2m n-+2m _
mz=1( e *W;) it Ty 2V
Wir substituieren m’ = m — 1:
_ i (_1)ml+1 1 (1)\)%-‘1—27”/ Qn+2m/ + i(_l)m 1 (1)\)7L+2mgn+2m) =0
~ (m ) (n+m')2 = m!(n+m)! 2

J? :/ e dx/ eV dy:/ dx/ e eV dy = // e~ (@+v?) gp
— —0o0 —00 —00 R2

Mit Polarkoordinaten (7, ¢) ist —(z2 + 4?) = —r? und dF = dzdy = rdrdg. Also

) 2 27 [e%e) 2 27 —6_T2 o0 1 27 ) 2 1 27
Je = e " dF = do e " rdr= 5 d¢:_§ (lim e —1)d¢:§ dp=m
R2 0 0 0 0 0o T 0

und daher

Siehe nichstes Blatt!



4. Wir wihlen ein Koordinatensystem so, dass S = (0, 0) und eine der Ecke des Dreiecks auf der positiven
y-Achse liegt.

Aus Symmetriegriinden kriegen wir

Jo = 6// (x? + o?) dady,

wobei D’ das Dreieck ASM bezeichnet. Es gilt

a —\/3
A=(z,—
%
und die durch S'A bestimmte Gerade hat die Gleichung
1
Wir erhalten
0 -3y 0 23
J0:6/ dy/ (:v2+y2)dx:6/ {—i—xy} / —V3y — V33
7g/§a 0 7T‘/§a 3

:_26f/ ydy——26\f{‘ﬂ \f‘*.



