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Musterlosungen Serie 4

1. Frage 1

(3+2i)-(1—2i)=...

vV O T—4i
O 7+8i
O —-1-—4i
O 3-8i
Es gilt
(342i)-(1—2) = 3-1+42-1—-3-2—2-2
= 3+21—-6t+4
= 74
Frage 2

Sei z = 2 — 37. Welches ist die konjugiert komplexe Zahl z?
2 — 3i.

2+ 3i.

-2 — 3.

3 — 24

o O O O O

3.

Ganz allgemein ist fiir eine komplexe Zahl z = a + ib mit a, b € R das komplex Konjugierte Z = a — ib.

Bitte wenden!



Frage 3

3421
4—1

Fiir die komplexe Zahl z = gilt

_ 104114
O z="F"

_ 17
O z= Sit2-

_ 1445i
O z= Tt

_ 5+14i
O z= T

Durch Erweitern mit dem komplex Konjugierten des Nenners erhélt man

(3+2i)(4+1)
(4—19)(4+1)
(3 + 2i)(4 +19)
42 +12
10 + 114
17

Frage 4

Fiir die komplexe Zahl z = (3 + 2i)? gilt
O z=27+28i.

O z=-9+46i.

O z=-9410..

O 2= —9— 46i.

Fiir alle w, z € C gilt die binomische Formel (w + 2)® = w® + 3w?z 4 3wz* + 2°. In unserem Fall liefert das

z = 3%43.3°.(20)+3-3-(20)% + (20)®
—9 + 46i.

Siehe nichstes Blatt!



Frage 5
Die Zahl z = 3e6™ ist gleich
_ 5.
O z=3+g4i
— 33, .3
O z=—"9 +1i3
— 31,3
O 27*54“7,7
_3/3 .3
O z="+i3
Esist [z| = 3und ¢ = arg(z) = 37. Also
3v3 3
5

z = |z| cos(p) + i|z| sin(p) = ——5 +i

Frage 6

Fiir die komplexe Zahl z = (—23 4 36 gilt

O z=23%
O z=-36
O z=-3
O z=3i

Da _32_\/5 +id = 3¢87 gilt nach De Moivre

3V3

-

5

+ 12)6 _ (3eg‘rri)6 _ 36657ri _ 736.

(

Bitte wenden!



Frage 7

[S

Es ist arg(

[NIE
~—
Il

/6
—7/6
—57/6

—27/3

o O O O O

/3

Es gilt ¢ = arg(v/3/2 — i/2) < cos¢ + ising = v/3/2 —i/2 < (cos¢ = V/3/2und sing = —1/2). Die
Vorzeichen implizieren 0 > ¢ > —/2; mit der Erinnerung an sin 7 /6 = 1/2 folgt daher ¢ = —7 /6. Somit ist
(b) richtig.

Frage 8

Es ist arg ((COS% + isin%)4) = ...

] oot Wl w3y
3 3

o O O O O

W
3

Fiir jedes ¢ € R gilt cos ¢ + isin ¢ = €'?. Wegen (e'?)* = €™ fiir jedes k € R folgt

T m\? idx

arg (cos g Tisin 6) arg (e )
2m

= arg (eZ 3)

= ar cos2—7r+isin2—7r
e 2 3

2

3 )

denn 2L € [0, 2n].

Siehe nichstes Blatt!



Frage 9

Sei z = 2e5%(5v/3 + b - 4). Fiir welches b € R ist z eine reelle Zahl?

S

o

O 0O 0 0 O
&

Keines von diesen.
Es gilt
=i . NEE . . . .
z=12e%"(5v/3 4 bi) = 2 5 Tyl (5vV/3 4 bi) = 15 4+ bV/3i +5v3i —b = (15 — b) + i - (bv/3 + 5V/3).

Die Zahl ist reell, wenn der Imaginirteil verschwindet, und dies ist fir b = —5 der Fall, welches nicht auftaucht.

Bitte wenden!



Frage 10

Klicken Sie die richtigen Aussagen an.

v O

Firallez € Cistz-zZ € R.
Die Aussage ist wahr, da z - 2 = — 2|2 € R.

Sei z = re’® € C\ {0} und ag, ay, - -+ , a1 die n-Wurzeln von z, fiir n > 2. Dann ist
agt+ar+--+ap—1=0.

Die Aussage ist wahr. Es gilt:

- o427k
Qp = Wel n s
fuirk=0,1,--- ,n— 1. Also
i ;270 -4 S 67 2(n—1)m
a0+ a1+ +an1 = Vre'h (1+e127 el 4t +---+e’—nL) -
;270 .
e} .o .o Lo o « 61— L\ 61— 27
= Wre® (L o F 4 (@324 (@) g @ F) ) 2 et IO et 12T
1—e'™n 1—¢e*n
wobei fiir (*) haben wir die Formel (Summe der Glieder einer geometrischen Folge)
1_ n
Ltata? 4" =2 (@ #1)
—x

beniitzt.

Die Menge {z € C | |z — 1| = 2} ist ein Kreis mit Mittelpunkt 1 und Radius 2.
Die Aussage ist wahr. Die Zahl |z — 1| ist als Abstand von z zu 1 zu interpretieren.

(1 + ,L')QOOO — 21000.

Nach De Moivre gilt

(140 = (VB(cos( 5 ) +isin( 5)))20% = \/52000(008(20207T)+i sin( 2020”)) — 21000 (¢ (0)+i sin(0)) = 21000

cos(p1 + p2) = Ccos @1 €os P2 + sin g sin g

Es gilt:

cos(p14p2) = Re(e(P1T92)1) = Re(e17e92%) = Re((cos @1 +isin ¢1)(cos ga-+isinga)) = cos @1 cos pa—sin @1 sin @a.

Siehe nichstes Blatt!



Frage 11

Welche Aussage ist richtig? Die Abbildung z — ¢z ist

O

o O O O

eine Spielgelung an der reellen Achse.

eine Spiegelung an der imagindren Achse.

eine Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden.
eine Drehung um 3.

eine Drehung um 7.

Frage 12

Der Realteil der komplexen Zahl exp(4) betrigt

O

o O O O

1.
0.
cos(1).
sin(1).

Keine der obigen Antworten ist richtig.

Bitte wenden!



Frage 13

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

O Re(exp(z)) = exp(Re z).

Nein, betrachten Sie zum Beispiel z = %

O TIm(exp(z)) = exp(Im z).

Nein, betrachten Sie zum Beispiel z = —ri.

O lexp(2)| = exp(Re 2).

Richtig.

O lexp(z)| = exp(m2).

Nein, betrachten Sie zum Beispiel z = 1.

O lexp(2)| = exp(|z]).
Nein, betrachten Sie zum Beispiel z = —1 oder z = ti mit ¢ reell.

Frage 14
Die komplexen Losungen der Gleichung 22 = i sind
(O —iund —1.

1 <1 1 - 1
O (ﬁ‘i’lﬁ) und (7757'Lﬁ)

1 -1 1 - 1
O (E*ZE) und (*754*1%)
O iund —1.

Da beim Quadrieren von komplexen Zahlen Winkel verdoppelt und Betréige quadriert werden, sieht man, dass die
beiden komplexen Zahlen mit Betrag 1 auf der ersten Winkelhalbierenden in der Gaulschen Zahlenebende die

a’>=b"=0
Losungen der Gleichung sind. Alternativ kann man auch das Gleichungssystem 2ab = 1| mita,b € R 15sen.
2 2
a+b =1

Siehe nichstes Blatt!



Frage 15

Finden Sie alle komplexen Losungen der Gleichung z* + z = 0.

O 0,1, 43
O o, 62?, efzgl,
O 0,14, —i, —1

O €T, e, 0, -1
O 0,65, 1

Es gilt

somit ist z; := 0 eine Losung (die anderen Losungen erhalten wir aus z* + 1 = 0).

z4+z:z(z3+1):0

Sei nun z = re'® mit ¢ € [0, 27) und 7 > 0. Es gilt

N3 ) . ) .
P 41=0= (re“p> = 1 = ' = 3t = pBeiBet2km) e, keZ

Durch Vergleich beider Seiten folgt 7> = 1, also = 1 und

Da ¢ € [0, 27), gilt

g2 = 3 (k=0)
3 = m (k=-1)
s = F (k=-2)

Wir erhalten somit die restlichen Losungen der Gleichung z* + z = 0:

1-e%2 =¢'s =

1
. . 2
1.e%3 — ™ — _

1-e"%4 =¢'s 2%—2

3<p+2k7r=7r<:><p:g(1—2k)

-/3
+ZT

SN

i) Die v-Linien sind gerade die Tangenten an die Kurve K, die u-Linie, die zu v = 0 gehort, ist die

Kurve K.

ii) Der normale Einheitsvektor zur Fliche S in einem Punkt P = #(u, v) wird durch

gegeben, wobei

Bitte wenden!



Damit erhalten wir

7 (1, 0) X o, 0) = (5(u) + v3(u)) x 5(u) = v5(u) x 5u)

und B _
2(w) x &5

fi(u,v) = :I:M

|5(u) x 5(u)|

also unabhingig vom Parameter v und deswegen konstant auf jeder v-Linie (mit u=Konstant). Da

die v-Linien die Tangenten an die urspriinglich gegebenen Kurve K sind, folgt daraus, dass die

Tangentialebene an die Fliche S im Punkt P diese ldngs der durch P gehende Tangente an die

Kurve K beriihrt.

iii) Es gilt:

)

§'(u) = (—sinu,cosu, h)
(u) (—cosu, —sinwu, 0)

§(u) X §(u) (—hsinu, hcosu,—1)

§(u) X §(u 1 .
n(u,v) =+————> =+———"(—hsinu, hcosu, —1).
5) x s VAL
Es gilt:
1
cosw(u,v) = 7i(u,v) - (0,0,1) = £+ ———= = Konst.

Vh?+1
Wir bemerken, dass w unabhéngig von u und v ist, d.h. w auf der ganzen Fliche konstant ist. Die
Tangentenfliche an die Schraublinie hat also gegeniiber der (z, y)-Ebene iiberall dieselbe Neigung.
Diese Tatsache hat wichtige Anwendungen in der Materialwissenschaft. (Vgl. U. Stammbach, Ana-
lysis I und II, Kap. V'1.3.)

3. Fiir die Beschreibung des Flichenstiicks S wihlen wir Polarkoordinaten in der (z,y)-Ebene als Para-
metern. Die Fldche S wird dann durch die Parameterdarstellung

(0,¢) = T(0,¢) = (0cosp, psing, /1 — g?)

beschrieben. Fiir eine gute Illustration schauen Sie in U. Stammbach, Analysis I und II, Kap. V' 1.3. an.
Der Definitionsbereich A ist durch 0 < ¢ < 27 und 0 < ¢ < cos(¥). Dann ist

o . 4
T , = (COS Y, SN Y, — —F——

Fo(0,9) = (—osing, pcos p,0)
2 2

o - 4
ol 0, X Tyl 0, = COoS @,

o 4

- . . 2 2\1/2
X =

[76(0,0) X Tplo, @) = ( — cos o+ T sin® ¢ + 0°) T

sm P, 0

Der gesuchte Fliacheninhalt ist also gleich

w
4

2m cos( 4 2m
0 cos(£)
0= // ———dodyp = / dadw=/ [-vV1—=0?y Vde =
\/— \/1_—2 o

2m 27r
/ — /1 —cos?(=) 4+ 1)dp = (1 — sin(
0

“G
=16

)dp = [p + 4cos,(f)]g7r =2 — 4.

W~

Siehe nichstes Blatt!



4. Der Kegelmantel des Kegels ldsst sich durch die Parameterdarstellung

(0,9) = (0, ) = (0cos g, psingp, o)

) Polarkoordinaten in der (z, y)-Ebene bezeichnen und der Definitionsbereich

beschreiben, wobei (o, ¢
B durch0 < p <1und0 < ¢ < 27 gegeben ist. Es gilt dann

7o(0, ) = (cos p,singp, 1)

7o (0,0) = (—osing, ocos ¢, 0)

To(0,p) X Tp(0, ) = (—ocos p, —osiny, o).

Dieser Normalenvektor ist nach innen gerichtet. Deshalb gilt fiir den gesuchten Fluss ®

—pcosp
—osiny | dodep.

7?
// (0, )7 (0, p) X Typ(0, )dodyp = // F
F 0

Ein numerisches Beispiel steht im U. Stammbach, Analysis I und II, Teil B, Kap. V1.4



