D-MAVT, D-MATL Analysis 11 FS 2013
Prof. Dr. P. Biran

Online Zwischentest - Serie 5

Willkommen zum 1. Online-Test, welcher die Serie 5 ersetzt. Bitte schicken Sie
Thre Losungen bis Dienstag, den 09.04.2013 um 22:00 Uhr ab.

Falls Sie die Losung nicht wissen, raten Sie nicht. So erhalten wir eine gute
Riickmeldung iiber allfiallige Unklarheiten. Viel Erfolg!




Frage 1

Berechnen Sie das polare Flachentriagheitsmoment Jy der folgenden homogenen
Flache H beziiglich des Koordinatenursprungs.

Nach Definition des polaren Flachentriagheitsmoment (siehe Vorlesung oder z.B. Mechanik)

gilt
Jo = // (x2 +y2) dF.
H

Aus Symmetriegriinden geniigt es die Flache G zu betrachten, die die Einschréankung
von H im ersten Quadrant ist. Es gilt dann

J0:4//G (z* +y?) dF.

Um die Rechnung zu vereinfachen, wahlen wir Polarkoordinaten
x=rcosp und y=rsing mit 0< ¢ <27,0<r < oo.

Damit ist 22 4+ y? = 72 und dF = rdrdep. Es folgt

s 1 ks 2
Jo = 4// (12+y2)dF:4</4/r2.rdrd<p+/2/r2-rdrd<p>
G o Jo z Jo
et 3 [r4]? 1. .z E.d
= 4 —1| d —| de | =4(-[elgs +4p]2
(/0 [4]0 s0+/% MO o) =4(;10F +a1a})

. 4{1.z+4(g_§>}zﬁ_



Frage 2

[Priiffung Winter 2012, Teilaufgabe] Berechnen Sie das polare Tragheitsmoment
Jo = [¢(2* + y®)dF der durch die Ungleichung p* < 1 + cos(5¢) in Polarkoor-
dinaten (p, ¢) definierten Fléche S.

O 5r/4
O /4

v O 3m/4
Sei f(¢) = \/1+ cos(5¢). Dann:

2m rf(9) 1 om 1 e
_ 3 1 i, 1 0
Jo = /0 /0 P dpd¢ 1 0 f(¢) d¢ =1 /0 (1 + cos(5¢)) d¢ — 371-/44



Frage 3

Das Tréagheitsmoment einer diinnen Kugelschale mit Radius R und konstanter
Flachendichte beziiglich einer Achse durch den Mittelpunkt ist proportional zu

O
O
O
O
O

R2.
R3.
R
RY2.

R®.

Das Tragheitsmoment bei konstanter Fliachendichte mAR (mit m die Massendichte
und AR die Dicke der Kugelschale) ist das Integral

/m- (2% + y°) da dy dz.

In Kugelkoordinaten transformiert es sich zu

/m~r2C05219-r200s19dnpd19dr,

wobei iiber ¢ € [—m, 7] und ¢ € [-7/2,7/2] sowie r € [R — AR, R] integriert wird.
Die inneren beiden Integrale tiber ¢ und ¥ liefern lediglich einen konstanten Faktor.
Das verbleibende Integral f]?—AR mr? dr ist & mR*AR, also ist (c) richtig.

Aliter: Wir wissen bereits, dass das Tragheitsmoment einer Vollkugel mit Radius R

proportional zu R® ist. Das Trigheitsmoment einer diinnen Kugelschale mit dusserem
Radius R und Schalendicke AR ist folglich proportional zu R* — (R—AR)® = R*- AR
+ vernachléssigbare kleinere Terme. Also ist (c) die richtige Antwort.



Frage 4
Klicken Sie die richtigen Aussagen an.

O t=-i

Wahr, denn % = L = 4.
i i2
O %"=—i
Wahr, denn 27 = 2433 = 3 = —¢
O i¥=—i
Wahr, denn =2 = (49)71 = (:%)~1 = % = —i.
14+i _ 1,
O 533 =3t
Wahr, denn
T4+i  114d 1(149? 1142-1 1
2-2 21—4 2 1—4i2 2 2 T2
: i | _ /65
O N+i-iZ5l=5
Wahr, denn
i i(1+ 2i 545i—i+2 1 /65
Tti——0|=[1+i- = = 2|7+ 4i| = 22
i = i ! 5 7 +4l=—=

Frage 5
Die Losungen der komplexen Gleichung
A 42:242=0

sind gleich

O +£/2e37/8 £\/2e5mi/8

O -1+

O +£/2e3m/8 £ 3/2e5mi/8
Mit der Substitution ¢ = 22 kriegen wir die quadratische Gleichung

t?+20+2=0

mit Losungen 12 = —1 4 ¢, deren 2-Wurzeln die Losungen der uhrspriinglichen Gle-
ichung sind:

Die 2-Wurzeln von —1 +1¢ = \/563”/4 sind :t{k/ﬁegﬂ/s.

Die 2-Wurzeln von —1 — i = /254 sind £ /2578



Frage 6

Klicke die falschen Aussagen an:

O

o O O O O O O O

div ordnet einem Vektorfeld ein Skalarfeld zu.

ivif = (Oui Ova Ous
dlvv_(am’ay’az)

div des Coulombfeldes ist Null.

grad ordnet einem Skalarfeld ein Vektorfeld zu.
grad(divd) ist eine sinnvolle Bildung.

div(rot?) ist eine sinnvolle Bildung.

rot(divd) ist eine sinnvolle Bildung.

rot des Coulombfeldes ist Null.

Frage 7

Klicke die falschen Aussagen an:

v O

O

x 1
diviy| =11
z 1
1
grad(x +y+2)= |1
1
0
rot(grad(z +y +2)) = (0
0
T 0
rot {y] =10
z 0
x
diviy| =3



Frage 8
Gegeben ist das Vektorfeld

v (x,y,2) — (zzo‘r, yz°r, 227"3) mit 7= \/22 + y2.

—

Fiir welche Konstanten o und S ist rot(v) = 0?
O a=0und g=0.
O a=1undp=23.
O a=3und g=2.
vV O a=3undg=3.

Wir verwenden % =z O _y 9r_

0/0x xz%r 3yz%r — By’ 0
rotv= | 9/9y | x yzBr = axz® tr — 3z22%r =10] <= a=p=3.
9/0z 2273 zy2Prt — pyzort 0

Somit ist d) die richtige Antwort.

Frage 9

Es ist eine Flache gegeben durch die Parameterdarstellung (u, v) — 7(u,v). Der
Vektor 7(u, v) bezeichnet wie tiblich den Normaleneinheitsvektor zur Flache. Es
sei Py der Punkt auf der Fliache, der zu (ug,vg) gehort. Klicken Sie die falsche
Aussage an.

v O i(ug,vo) = Tul(uo, vo) X 7y (uo, vo).

(O Der Vektor 7, (ug, vg) liegt in einer Tangentialebene zur Flache im Punkte
Py.

O  Wenn 7, (ug,vo) und 7, (uo,vo) linear unabhéingig sind, dann spannen sie
die Tangentialebene zur Flache im Punkte F.

(O Der Vektor 7, (up, vo) ist tangential an die u-Linie, die durch Py geht.

Die falsche Aussage ist die a), denn




Frage 10

Welche der folgenden Abbildungen ist eine Parameterdarstellung der Mantelfldche
des Kegels mit Spitze (0,0,1) und Grundfliche die Einheitskreisscheibe um
(0,0,0) in der zy-Ebene?

v O (u,v) = (u,v,1 —Vu? +02), mit u? +0v? < 1.

O (u,v) = (u,v,1 —Vu2+02), mit 0<u<1,0<v <1,
O (u,v) = (Vu?+v2,0,1 —u), mit u? + 0> < 1.
O

(ucosv,usinv,1 —u), mit 0 <u <1,0 <o < 27,

Frage 11

Welche der folgenden Parametrisierungen beschreibt die in der Abbildung
gezeichnete Bahn einer sich auf der Kegeloberfiche bewegenden Ameise.

O tw (acost,asint, ht), mit 0 <t < 1.
O t=(a(l —t)cost,a(l —t)sint, ht), mit 0 <t < 1.

Vv Ot (a(l = 5£)cos(3t),a(l — 5=)sin(3t), hgs), mit 0 < ¢ < 2.
Die Parametrisierung a) beschreibt eine Spirale auf einer Zylinderoberfliche und ist
deswegen falsch. Die Aussage b) ist auch falsch, da dort wiirde die zugehorige Anzahl
von Umdrehungen nicht gleich die gewiinschten 3 sein.



Frage 12

[Priifung Winter 2012, Teilaufgabe] Eine Fliche in R? wird wie folgt definiert:
Fiir jedes h € R ist der Schnitt mit der horizontalen Ebene z = h eine Gerade,
die durch die z-Achse geht und einen Winkel % mit der xzz-Ebene einschliesst
(L > 0 ist ein Parameter). Eine Parameterdarstellung dieser Fliche ist gegeben
durch

O 7t ¢) = (tcos(¢),tsin(¢p), Lo), fir t,¢ € R.
O 7lt,¢) = (tcos(),tsin(¢), ¢), fir t,¢ € R.
O 7t ¢) = (teos(¢),tsin(e), L), fiir t, ¢ € R.

Frage 13
Berechnen Sie den Oberflicheninhalt der sphérischen Kappe
{(z,9,2) eR® | 2? + 9> + 22 =R?* ;2> h}.
zur Hohe h > 0 vom Radius R und mit Mittelpunkt im Ursprung.
O 27Rh
O 4nRh
O 4n(R-h)R
O 2x(R-h)R

Eine Parameterdarstellung der Oberfliche der Kugel mit Radius R und Millepunkt im
Ursprung ergibt sich mit Hilfe der Kugelkoordinaten

(6,1) = 7(6,¥) = (Rsin o cos ¢, Rsinp sin 6, Rcos 1),
mit 0 < ¢ < 27 und 0 < 4 < ) fiir (da h = R cos(ho))

o = arccos(% ).

Es gilt
7o (P, 1) = (—Rsin ) sin ¢, Rsin cos ¢, R cos )
Ty (6, 1) = (R cos 1) cos ¢, Rcos 1 sin ¢, —Rsin )
7y (1)) X Ty (¢, ) = (—R”sin® 1) cos ¢, — R* sin® ¢ sin ¢, — R” sin 1) cos ¢).

Es ergibt sich
dO = |74(d, 1) X Ty (¢, ) [ddip = R? sinypdeli)
und daher

arccos(%)

27 a’rccos(%) 5 5 arccos(%) )
0= / / R”sindiypde = 2R / sindy = 2w R°[— cos ¢, =
o Jo 0

= 27TR2(7% +1) = 27rR(R — h).



Frage 14

Der Oberflacheninhalt des Graphs z = f(z,y) einer Funktion f: D — R ist
O [ [pdxdy

O Jp \/fi(w,y) + f2(x,y) dedy

VO [\ 1+ 2@y + fy) dedy
O [ Jplfulz,y) x fy(x,y) | dedy

Eine Parametrisierung des Graphs ist durch
(l’, y) — F(l', y) = (x7 Y, f(l’, y))

gegeben. Es gilt

7a(2,9) = (1,0, fa(2,9))
7y(z,y) = (0,1, fy(z,y))
7o (z,y) X Ty(z,y) = (= fo(z,9), — fy(z,9),1).
Daher
40 = \/f3(x,y) + 3 (x,y) + 1 dady
und

O://D\/fg(x7y)+f§(x7y)+1dxdy.



Frage 15
Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes
U (z,y,2) — O(z,y,2) = (x,y2 + z,3x)

durch das Dreieck D mit Ecken (0,0,0), (1,0,0) und (0, 1, 0) in Richtung 7i(x, y, z) =
(0,0,1).

v O 3
O 3
O -3

D ={(z,y,0)|z€[0,1], y € [0,1—=z]}.
Der Fluss ist gegeben durch

o= [[ dw.2)iw,y,2)00
D
1 pl-a x 0 1 pl-a
:// > +0]-(0 dydx:// 3rdydz
o Jo 3 1 o Jo
1

:3/ x((lf:c)f())dx:3<%f%>:%.

0



Frage 16
Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes

v (2,y,2) — O(z,y,2) = (yz,sz,yzQ)
von innen nach aussen durch den Zylindermantel

M ={(z,y,z) ‘,7:2 +y2=1,0<2< 1}.
O o
o
O -

N[

Eine Parametrisierung des Zylindermantels ist gegeben durch

7:(p,z) — (cosp,sing,z) mit 0<p<2r und 0<z<1.

Wir berechnen den Normalenvektor

—singp 0 Cos
(g, 2) =T (9, 2) X T2 (p,2) = | cosp | x | 0] = [sing
0 1 0
Somit ist der Fluss & des Vektorfeldes ¢ von innen nach aussen durch M gegeben
durch
d =

/ / -1dO = / / (cos p, sinp, z ) - (cos @, sin ¢, 0) dzdp

z sin @,z sin? ,22 sin Ap)

= / / [zsingwcosnp+zsin2<p-sinnp+2251nnp-0] dzdy
o Jo

27 2 1
= / [% (sin © - cos ¢ + sin® w)} dy
0

0

27
= —/ sin @ - cos p + sin® ¢ de
2 0 ——

sin <p(1—cos2 <p)

1 1 27 1 27
= 3 <[§sin2gp}0 +[fcosnp]g7r + [5C083¢:|0 ) =0.



Frage 17
Der Fluss des Vektorfeldes
v(z,y,2) = (¢,9,2)
durch das Paraboloid
P={(z,y,2) eR® | z=a? + 9% 2® +¢> <1}
von oben nach unten ist gleich

O ~in

[\V][eV]

™

B}

O
O
O

|
(SIE]

1. Methode: “direkt”.
Eine Parameterdarstellung des Paraboloids P ist durch

(u,v) = 7(u,v) = (u,v,u® + %)

gegeben. Es gilt:
Tu(u,v) = (1,0,2u)
F’U(”, U) = (0, 1, 21})
7u(u,v) X FU(’UH v) = (—2u, —2v,1).

Also der Fluss durch P von oben nach unten ist gleich

<1>p://Pi?~ﬁd(9://Pi7(F(u,v))~(ff'u(u,v)va(u,v))dudv:

U 2u
:// v | 20 dudv://(uQ—I—vQ)dudvA
P 1 P

u? +v2

Mit Polarkoordinaten kriegen wir

27 1 T
@p:/ / 7‘3de¢:§4
0 0

2. Methode: “Gauss’schen Divergenzsatz”.

Nach dem Gauss’schen Divergenzsatz ist der Fluss von ¥ von innen nach aussen durch
die berandende Flache 0B des gefiillten Paraboloids B gleich dem Volumenintegral

der Divergenz von ¥ iiber den Berech B. Die Divergenz von 7 ist gleich
divt(z,y,z) = 3,

und also der Fluss

1
Dp = /// dividV = 3Vol(B) 2 3/ amdz = S,
B 0 2

wobei fiir (*) haben wir die selbe Idee wie in der Serie 1, Aufgabe 3, Methode 1
beniitzt. Die berandende Flache 0B des gefiillten Paraboloids B besteht aus einem

Kreis zur Hohe 1
K ={(z,y,2) R’ |a® +y° <1, z=1}



und aus dem Paraboloid
P={(z,y,2) €R® | z=2" +¢°,2" +4° < 1}.

Sei @i der Fluss durch K (von unten nach oben) und ®p der gesuchten Fluss durch
P (von oben nach unten). Es gilt:

Pp + P = Pp,

und also
Op =P — Pg.

Berechnen wir zuerst den Fluss durch K. Mit
ni(x,y,2z) = (0,0,1)

rechnen wir den Fluss von unten nach oben aus:

@K:// 17-ﬁd(’)=// ldxdy = ,
K K

da auf K ist z =1 und da die Fliche des Kreises K vom Radius 1 gleich 7 ist.
Der gesuchten Fluss durch P, von oben nach unten, ist also gleich

™
(I)P = 571'771'— 5
Frage 18

Es seien : R? — R3 und h: R® — R zweimal stetig differenzierbare Funktionen.
Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

O div(h(2)d(z)) = V(h(z)) - ¥(z) — h(z) div (=) fiir alle z € R3.

=1

V(h(z)) - 9(z)

———= 2 fiir alle o € RY.
h(z) div o(x) tratle e

O div(h(x)i()) =

O div(rot¥(x)) = 0 fiir alle z € R3.
O  rot(Vh(z)) = (1,1,1) fiir alle x € R3.
Sei € R? und #(z) = (vi(x),v2(z),v3(x)). Die richtige Antwort ist ¢), denn:
div(rot v(z)) = (0102v3(x) —0105v2(x))+ (020301 () —D201v3 () )+ (9301 v2 () —O3D2v1 (z)) = 0,

wobei die letzte Gleichheit mit dem Satz von Schwarz folgt.
Die Aussagen a) und b) sind falsch, da fiir alle 2 € R® gilt

div(h(z)v(x)) = V(h(x)) - 9(z) + h(z) divo(x).
Die Aussage d) ist falsch, da die Rotation eines Gradientenfeldes Null ist, d.h.

rot(Vh(z)) = (0,0,0).



Frage 19

Es sei B die Einheitskugel um den Ursprung. Fiir welches der folgenden Vek-
torfelder darf der Divergenzsatz fiir den Bereich B nicht angewendet werden?

O = (2,y,2)
O 7=C-s
O ¥ = (zyz, 2222, 232¢Y)
O v
o -

Der Gauss’schen Divergenzsatz darf im Fall von

X 7

Il
&L

ST

=0

fiir den Bereich B nicht angewendet werden, da (0,0,0) nicht im Definitionbereich
von ¢ und daher auch nicht im Definitionsbereich von div# liegt. Dafiir ist das
Coulomb’sche Feld ein Beispiel.

Frage 20

Ein Vektorfeld ¢ heisst quellenfrei wenn div ¢ = 0 und wirbelfrei wenn rot v =
(0,0,0).
Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

O  Quellenfreie Vektorfelder sind auch wirbelfrei.

(O Vektorfelder der Form ¢ = grad f sind quellenfrei.
(O Vektorfelder der Form ¥ = rot w sind quellenfrei.
(O Vektorfelder der Form ¥ = rot @ sind wirbelfrei.
Die Aussage ¢) ist richtig, da divrot @ = 0.

Die Aussage a) ist falsch; zum Beispiel das Vektorfeld o(z,y,2) = (—y,,0) ist
quellenfrei aber nicht wirbelfrei:

-y -y 0
div| | =0, rot| =z | =1(0
0 0 2

Die Aussage b) ist falsch, da
div(grad f) = Af

nicht immer Null ist. Die Aussage d) ist falsch, da fiir & = (w1, w2, w3)

Aw
rot(rot @) = grad(divw) — | Aws
Aw3

nicht immer gleich Null ist.



Frage 21

[Priifung Winter 2009] Das Hagen—Poiseuille-Geschwindigkeitsfeld

2 2
7= (0,0, (1 - #) Uo)
a

beschreibt die Strémung einer zdhen Fliissigkeit in einer zylindrischen Leitung
mit Durchmesser 2a. Wie gross ist vy in Metern pro Sekunde, wenn die Leitung
eine Querschnittsfliche von 5 cm? hat und 1 Liter pro Sekunde fliessen soll?

[The Hagen—Poiseuille velocity field describes the flow of a viscous fluid in
a cylindrical pipe. How big is vy in meter per second if the pipe has a cross
sectional area of 5 cm? and 1 liter per second is required to flow through the

pipe?]

O wvy=3m/s
vV O wvw=4m/s
O wvy=5m/s

Der Fluss @ der Fliissigkeit durch die Leitung ist gegeben durch

/ / 5. idF,
»
wobei ¥ der Querschnitt ist und 7 = (0,0,1)" der Normalvektor zu X.
2 2
@://(1fx+2y)vodxdy
= a
2 a 7‘2
:/0 /0 <17§) vo rdrde
a 3
= 27wo/ <r - T—Q) dr
o a

2 4 2
a a a 1
= 271'7.)0 <7 — E) = TTVo— = —A’U()7

wobei A die Querschnittsflache ist.

b = %Avo = %5cm2 cvp = =107 m? - v L 1L/s = 1073m3/s

= vo =4m/s



