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1. Frage 1

[Analysis Priifung Winter 2012] Ein Vektorfeld #(z, y, z) mit Definitionsbereich R? erfiille div (%) = 0.
Was folgt?

O

Es gibt eine Funktion f(x,y, z) mit ¢ = grad f.

Die Aussage ist falsch. Zum Beispiel, erfiillt 7(z, y, z) = (y, 0, 0) die Voraussetzung div (%)) = 0 auf R3, aber es existiert
keine Funktion f(z,y, z) mit o = grad f. Gibe es eine solche Fuktion f, so wiirde

Yy fI (:B, Y, Z)
77(93,3/72) = 0 = fy($7yvz) :gradf($7y72)7
0 fZ (:B, Y, Z)
und also
fxy(xv Y, Z) # fy$($7 Y, Z)
Der Fluss || p U+ idF' durch jede Kreisscheibe D in der xy-Ebene verschwindet.

Die Aussage ist falsch. Zum Beispiel, erfiillt ¥(z, y, z) = (0,0, 1) die Voraussetzung div(¥) = 0, aber der Fluss durch
die Einheitskreisscheibe D, von unten nach oben, ist gleich

/ E-ﬁdF:/ dF # 0.
D D
Der Fluss f 5 U+ 1idF durch jede Kugeloberfliche S verschwindet.

Die Aussage ist nach dem Gauss’schen Divergenzsatz wahr. Beachte, dass jede Kugel im Definitionsbereich von ¥(z, y, z)

enthalten ist.

Bitte wenden!



Frage 2

[Analysis Priifung He 1992] Berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes

T (2,y,2) = (y2,5°2,y2%)
von innen nach aussen durch den Zylindermantel

M = {(z,y,2)|2* +v* =1, 2 € [0,1]}.

O 2«
v O 0
O 1

Eine Parametrisierung des Zylindermantels ist
7: (¢, z) — (cos p,sin g, z)

mit 0 < ¢ < 27 und 0 < z < 1. Damit folgt fiir den Fluss

27 1 2m 1
o = // U-idO = / dga/ (zsin p, zsin’ o, 2° sin ) (cos @, sin p, 0)dz = / dnp/ (2 cos psin p+2z sin® @)dz = 0.
M 0 0 0 0

Siehe nichstes Blatt!



Frage 3

[Analysis Priifung Friithling 2013] Berechnen Sie den Fluss des Vektorfelds
¥ = (zyz, ysin(zz), 23 +y° + 2%)
durch die Oberflidche des Wiirfels
W=A{(z,y,2)| —1<z2<1, -1<y<1, -1<z2<1}

von innen nach aussen.

O 4
O 8
O 16

Die ersten zwei Summanden der Divergenz von ¢
div(7) = yz + sin(zz) 4 32°

sind ungerade in z. Deswegen ist der Fluss gleich

/ 32%dzdydz = [42°]), = 8.
w

2. a) Eine Parameterdarstellung der Geraden ist gegeben durch

1 0 1
Ft)y=(10]+t|{1| =1t —00 <t < 00.
0 1 t

Als zweiten Parameter fiir die Fldchendarstellung wéhlt
man den Drehwinkel ¢ der Drehung um die z-Achse, de-
ren Matrix durch

cos¢p —sing 0

sin ¢ cos ¢ 0
0 0 1

gegeben ist. So erhélt man fiir die Parameterdarstellung der Fldche

cos¢p —sing 0 1 cos ¢ — tsing
7(t,¢) = | sing cosp 0 t ] =|sing+tcosg —oco<t<oo, 0<¢<2m.
0 0 1 t t

b) Aus der Parameterdarstellung folgt z = ¢. Dies eingesetzt fiihrt zu
r=cos¢—zsing, y=sing+zcos¢ unddaraus 22+ y? =1+ 22

Die Gleichung der Fliche lautet also 22 + y? — 22 = 1.

Bitte wenden!



¢) Der Gradient (2x, 2y, —2z) der Flichengleichung steht senkrecht zur Fliche. Also

2z
2y H 1| <—=y=z&z=u1u.
—2z -1

Da der Punkt auf der Fliche sein soll, folgt 22 + % — 22 = 22 = 1 und somit z = +1. Man erhilt
somit die beiden Punkte P; = (1,1,1)und P, = (—1,—1, —1).

d) Eine Parameterdarstellung des Fldchenstiickes ist gegeben durch

cos ¢ — tsin ¢
7(t,¢) = | sin¢g + tcos¢ 0<t<2, 0<¢<2m.
t

Man berechnet den Betrag des Normalenvektors

—sing —sing — tcos¢ — Ccos @ + tsin ¢
|7y X 7| = coso | x cos¢ —tsing || = || —sing —tcosd || = /1 + 2t2
1 0 t

und erhélt fiir den Flacheninhalt

27 2

//\/1+—2t2dtd¢_27r/\/1+—2t2dt

—2w7§{ft\/1+2t2+log \/_t+\/1+2t2}0:%(\/_ 2-3+1log(V2-2+3))
=6+ E log(3 +2v/2) = 22.77.

. Sei z = f(x,y) oder z = f(p, 1) eine Fléche.
Das Volumen V' unter der Flidche ist das Volumen einer vertikalen Sdule mit der Fldche als Deckel und
der xy-Ebene als Basis. Das ist gegeben durch das Doppelintegral

V= / / zdA
R
wobei R die Basis ist.

Die Fliiche S des Teils R’ einer Fliche iiber dem Bereich R ist gegeben durch das Doppelintegral

S://R\/H(%)? gz)%m

Falls die Flidche durch z = f(y, z) gegeben ist und der Bereich R auf der yz-Ebene liegt, dann

s= [ [y s

Falls die Flidche durch y = f(x, z) gegeben ist und der Bereich R auf der zz-Ebene liegt, dann

S/L\/1+(%)2+(%)2dA

Siehe nichstes Blatt!



Fiir unsere Aufgabe gibt es drei mogliche Losungswege:

1. Losung:

Die Projektion der vorgeschriebenen Fliche in die 2y-Ebene ist die Kreisscheibe R: 2% + 3% < 4y. Fiir
den Kegel

9 — zund - £
2 2 2 2
So ist 1 + (%) + (g—l‘j)2 =2ty o e 4
Es folgt:
/ / 82 Viy=y* 9 4y y?
1+ ( // der dy =2— // dx dy =
v/ dy—y? \/_ \/_
4 [ 8v3
= — Vay —y? dy = —m
73 /0 Y-y ay 3
2. Losung:
Die Projektion einer Hilfte der vorgeschriebenen Flache in die yz-Ebene ist der Bereich R beschrinkt
durch die Gerade y = v/3z und die Parabel y = z . Diese letzte wurde durch die Elimination von x
aus der Gleichung der zwei Fldchen erhalten. Fiir den Kegel,
g—;:—%und@— 3z,
2 2 2 2 2
Soist1+ (§)° + (52)* = =505 = 2 = e
Es folgt:

S = //\/ )2 + 2dA_2/ /Qﬁ/f 2‘2[2 dz dy 4\f/ \/7_3,‘2[/[ _

/V3 32

4\// mdy——ﬂ

3. Losung:
Wir verwenden die Polarkoordinaten in der Losung 1. Wir miissen 1 + (%)2 + (2—2)2 = 3 auf der
Kreisscheibe R: ¢ < 4 sin(#) integrieren. Es folgt:

S // ) A /TK‘ /4sin(19) ) o 1 /7r )
= G = —m0 a0 = 5 [
R V3 o Jo V3 V3 Jo

4. a) Esgilt

4 sin(9) 1 ™
= 2% sin?(0) d) = %w
0 V3 Jo 3

(2% +y?)° - (2% +y?)°
o (223 + 2xy? — 43 + day? + 223 + 22y — 8wy?
= —ca = 0.
(22 + y2)3

divi— e (_az 20(a? +y°) — (@ —y?)Aw 5 20(% +y?) - 2xy4y)

Bitte wenden!



b) Klar ist, dass die 1. und 2. Komponente von rot ¢ verschwinden.
2 2 2) _ 94 —9 2 2) _ (22 _ 42)4
(rot 7)3 = ¢  —a? y(@® +y7) — 2ay T2 y(x® +y°) — (2° —y°)dy
(22 +y2)3 (22 +y2)3
o ((—20%y — 2y° + 8aPy — 20y — 2° — daPy +4y°
= Cca — 0
@+ P

¢©) Sei P = (z0, Yo, z0) ein Punkt auf der Zylinderoberfléiche, d. h. z3+y3 = a®. Der Tangentialvektor
T in P parallel zur xy-Ebene ist gegeben durch T' = (—yo, ¢, 0).

2 _ 2 .2 2 2 2 —92 2 .
2 Y Y o z0y0,0>c< Y xoyovo> Yo 7

U(xo,y0,20) =c | 1— =
) 3 ) a4 ) a4 a2 ) a2 a2

Das heisst 7 || 7.
d) Sei P = (w,y, ) ein Punkt im Abstand R von der z-Achse, d. h. 2 + y? = R2. Dann gilt

20,2 _ 2 20,2 _ 2
a*(x” —y7) _a*(z” —y°) .

|2 —y? <2®+y* und CEESTE = 7 —0 fir R— oo

a’2zxy _a22xy

(z2+y2)2 - R4

—0 fir R— o

|22y| < x? +y* und

Also strebt 7 — (¢, 0, 0) fiir R — oc.

Aus c) folgt fiir den Betrag der Geschwindigkeit auf der [v|=max
Zylinderoberfliche
N Yo _
71 = |~ o171 = 21el| 2 | V=0 V=0

Man sieht sofort, dass |¢| minimal ist auf der x-Achse
und maximal auf der y-Achse. [v|=max



