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Musterlosungen Serie 9

1. Frage 1

Gegeben ist eine lineare und homogene Differenzialgleichung, welche y :  — sin = als Losung besitzt.
Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

(O x — cosx ist ebenfalls eine Losung.
O x — sin(2x) ist ebenfalls eine Losung.

v O x — 2sin(z) ist ebenfalls eine Losung.

Bitte wenden!
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Frage 2

Finden Sie die Losung y(x) der Differenzialgleichung
y' =2y =3y =0

mit Anfangsbedingungen (0) = 1 und 3/(0) = 0.
O yl@)=1(3e " +e).
O ylx)=Cre ®+Cyed®.

O ylz)=1(e7®+3e3).

Durch Einsetzen kriegen wir das Resultat. Sonst wiirden wir folgenderweise vorgehen. Die homogene Differenzi-
algleichung ist
y' —2y —3y=0. (1)
Mit dem Ansatz y(z) = C e eingesetzt in (1) erhilt man (A% — 2)\ — 3) e*® = 0 und damit das charakteristische
Polynom
A2 —2) -3 =0, )

mit den Nullstellen A\1 = —1 und A2 = 3. Damit sind die Funktionen C; e ~* und Cb 3* Losungen der homogenen
Differenzialgleichung. Da es keine Funktion auf der rechten Seite gibt, ist die allgemeine Losung

y(x) = yn(z) = Cre ™ + Ca ™. 3)
Die Anfangsbedingungen setzen die spezielle Losung fest. Dazu bendtigen wir noch
y(z) = —Cre ™ 4 3C2 e,
Einsetzen der Anfangsbedingungen ergibt
y(0) = C1 +Cy ~ 1
yﬂD:ny+%b;O

Die Losung der Differenzialgleichung ist somit

Siehe nichstes Blatt!
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Frage 3

Finden Sie die Losung y(x) der Differenzialgleichung
y' +2y =a?,
mit Anfangsbedingungen y(0) = 0 und ¢'(0) = 0.
O yle) = heVo 4 1o Va2 = 4 (cos (VED) 4 02— 1)

O yl)y=0C eiV2e 4 Cy e~iV2,

2

O yl)=%-

(SIS

Durch Einsetzen kriegen wir das Resultat. Sonst wiirden wir folgenderweise vorgehen. Die homogene Differenzi-
algleichung ist

y" +2y=0,
somit ist A2 + 2 = 0 das charakteristische Polynom. Die Nullstellen sind A1 = ¢v/2 und A2 = —iv/2, und damit
ist die Losung der homogenen Differenzialgleichung

yn(z) = C1 eV 4 Cpe VR,

Fiir die partikulire Losung machen wir den Ansatz y, = Az? + Bz + C. Einsetzten in die Differenzialgleichung
liefert
24 + 242% 4+ 2Bz + 2C = 2°,

und durch Koeffizientenvergleich erhalten wir A = 1/2, B = 0 und C' = —1/2. Die allegemeine Lsung ist dann

il
2

y(z) = Ch eV 4 Cre V4

N | =

Die Anfangsbedingungen liefern

N | =

1
0=y(0)=01+02—§ = C1+C2=
0=14'(0)=iV2C) —ivV2C: =0 = C; —C2=0,

d.h. C1 = C3 = 1/4. Somit ist die Losung der Differenzialgleichung

= % (cos (\/ix) + 22— 1) .

1, 1 21
y(x)zzezﬁx+zezﬁx+%_§

Bitte wenden!
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Frage 4

Bestimmen Sie die allgemeine Losung y(z) der Differenzialgleichung
2y" —y' — 6y = ™.

O yla)=Cre* + Che 2,

O yl@)=Cre2® +Che 37 + Ledo,

O yla)=Cre®+ Cre 37 + Ledo.

Durch Einsetzen kriegen wir das Resultat. Sonst wiirden wir folgenderweise vorgehen. Wir betrachten zunichst die
homogene Differenzialgleichung
2" — ' — 6y =0.
Das charakteristische Polynom ist
2 —A—6=(22+3)(A—2)
und hat somit die beiden (reellen) Nullstellen Ay = 2 und Ao = f%. Dabher ist eine allgemeine Losung y;, der
homogenen Differenzialgleichung gegeben durch

yn(z) = C1 ™ 4 Cy e 2",

Wir bestimmen nun eine partikuldre Losung vy, der inhomogenen Differenzialgleichung. Der Ansatz fiir v, hingt
von der Inhomogenitit ab. Wir machen den Ansatz y,(z) = ae’”. Diesen Ansatz und dessen Ableitungen y,, (z) =
3ae’®, yo'(x) = 9ae®” in die Differenzialgleichung einsetzen liefert

1
2. 90e® — 30> — 60e®” = ¥ = a = 9
Die allgemeine Losung ist somit

_3 1
y(z) = Ch e 1 Cse 5o + 5631.

Siehe nichstes Blatt!



Frage 5

Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
y' = 3y + cos(z).

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung ist gleich y(z) = ke3* + cosz, fir k € R.
O g g g gistg Yy

(O Eine partikulire Losung der Differenzialgleichung ist gleich y(z) = 1% cosx + %0 sinz.
(O Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung ist gleich y(x) = ke3® — 1% cos T+ 1—10 sin z, fiir

keR.

O Die allgemeine Losung der homogene Differenzialgleichung ist gleich y(z) = +e® - €37, fiir
CeR.

Die zugehorige homogene Differenzialgleichung lautet

y' = 3y.

[% = [3d

Y
Inly|=3z+C, CeR

ly| = Ke**, K = e e R},
y=Ke*®, K e R".

Also ist die allgemeine Losung der homogene Differenzialgleichung gleich

Separieren liefert y = 0 oder

yn(z) = Ke*, K eR,

(da y = 0 die homogene Differenzialgleichung auch 16st ist die Aussage d) falsch, da +e® € RY).
Als Ansatz fiir eine partikulire Losung von 3’ = 3y + cos(x) wihlen' wir

yo(z) = acoszx + bsinz,
wobei a und b zwei noch zu bestimmenden Konstanten sind. Einsetzen liefert

—asinz 4+ bcosz = 3(acosx + bsinx) + cos x

und also
—a=3 (D)
b=3a+1 (II).
Aus (I) folgt b = — 5. Einsetzen in (11) liefert
a
~_3a+1
30t
und also a = —+ und b = 7. Eine partikuliire Losung der Differenzialgleichung ist also
() = 15 cosx + 1 sin
yo(w) = — {5 cosw + 5 sin.

TAls Faustregel kann man sich merken, dass man immer einen Ansatz fiir yo versuchen soll, der die Form des Storgliedes g(x)

hat. Ist also g(x) ein Polynom, so soll man ein Polynomansatz versuchen, ist ¢(z) eine Sinus- oder Cosinusfunktion, so soll man als
Ansatz eine Summe einer Sinus- oder Cosinusfunktion der gleichen Kreisfrequenz versuchen, usw. Nicht immer fiihrt dies allerdings
zum Ziel. Dann muss man das Verfahren von Lagrage angewandt werden.

Bitte wenden!



Man erhilt die allgemeine Losung der Differenzialgleichung indem man an yo die allgemeine Losung der homo-
genen Teil addiert, d.h.

1
y(z) = yn(x) + yo(z) = Ke*™ — 1—30 cosz + 0 sinz, K €R.

Die Aussagen a) und b) sind falsch, da y(z) = cosz und y(z) = 5 cosx + 15 sin  die Differenzialgleichung

nicht 16sen.

Siehe nichstes Blatt!



Frage 6

Suchen Sie die allgemeine Losung der Differenzialgleichung
y = il +e”.
x

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?
Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung ist gleich...

O yla) =& + =22 gy e R,
O ylz)= f—Z,ﬁirk e R.

O y(x):%—i—ez,ﬁirkeR.

x

O ylx)= kte’ 22 fijr k¢ R.

1:2
Die zugehorige homogene Differenzialgleichung lautet

y =2

o] e
y x
Inly|=—-2n|z|+C, CeR

ly| = Kz™2, K =¢e“ e R},
y=Kz % KeR".

] |<

Separieren liefert y = 0 oder

Also ist die allgemeine Losung der homogene Differenzialgleichung gleich
yn(z) = Kz ™°, K €R,

(da y = 0 die homogene Differenzialgleichung auch 16st).
Als Ansatz von Lagrange setzen wir

Durch Einsetzen erhalten wir

Partielle Integration liefert

y(z) = /xQexdx =z’e” — Q/a:exdx =z’e” —2we” +2¢" +C, C €R.

Da wir nur an einer partikuldren Losung interessiert sind, konnen wir hier auf die Integrationskonstante verzichtern.

Wir erhalten

o (2? —2x+2)”

yo(z) =7(x) -2~ =
und als allgemeine Losung der Differenzialgleichung
k
y(z) = yn(z) + yo(x) = poiay

fir k € R.

Bitte wenden!



Frage 7

Das Wachstum einer Taufliegen-Population unter Laborbedingungen kann ndherungsweise durch die
Differenzialgleichung

f/(t) =0,0006 - (350 — f(t)) - f(t)

beschrieben werden. Dabei bezeichnet f(t) die Anzahl der Taufliegen zur Zeit ¢ in Tagen. Fiir welche

Zahlen a > 0 ist die Funktion
350

a - 6_0’21t + 1

ft) =

eine Losung der Differenzialgleichung?
Fiir kein a.
Nur fiir @ = 350 = lim;—, oo f(2).

Nur fiir @ = In(| — 0, 21]).

o O O O

Nur fiira = In <‘_0—121|)

(O Fir jedes a.
1. Methode: Wir berechnen zunichst die Ableitung der angegebenen Funktion.
Zum Beispiel mit Hilfe der Quotientenregel folgt

£t) = 350-0,21-a-e %" 73 5.q.e 02"
- (aefo,m-t +1)2 - (a670,21»t +1)2 .

Jetzt setzen wir die angegebene Funktion in die rechte Seite der DGL ein und erhalten

= f'(t).

—0,21-t
0, 0006 - (35()7& 350 ) 350  73,5-a-e

=021t 4 | ’ ae—021t 11 (ae—O,Ql-t +1)2

Also ist die angegebene Funktion fiir jedes a > 0 eine Losung der DGL.
2. Methode: Wir 16sen die Differenzialgleichung.
Setzen wir b = 0, 0006, ¢ = 350 und f(¢) = y(t¢). Die DGL

Y =b-(c—y)y

/(Ciiyy)y:/bdt.

Wir fithren eine Partialbruchzerlegung ein und suchen A und B, sodass

ist separabel, und wir erhalten

1 A +§_Ay+B(c—y)

(c=y)y c—y vy (c—y)y

also so, dass
1=(A—- B)y+ Be,
oder auch so, dass
A—-—B=0
Bc=1,

dhA=B= % und m = clfz + IT/C Eine Integration liefert

dy /e 1je,, 1 1 y o B
/(cfy)yi/(cfy+ y )dyfc( In|ec y|+1n|y|)7Cln|67y|f/bdtfbt+D, DeR

Siehe nichstes Blatt!



In|—Y—|=cbt +cD, DeR
c—y

Y — I(ebczt7 K = :tecD c R*
c—Yy
y=(c—y)Ke"
y(l + Kebct) _ CKebct
cKe"™ c 350
%efbct +1  ae 021t 41’

y(t):HKebct— a=1/K € R".

Die Zahl a darf aber in R liegen, sodass die Population y(t) natiirlich immer positiv bleibt.

. Day; : z —> ¢” eine Losung von (2z — 2?) v+ (2% — 2) y'+2(1 — z) y = Ound y{ (z) = v} () =
y1 () = e ist, gilt

(20 —2%)e" + (2* —2)e* +2(1 —z)e” =0. “4)
Fiir y (x) = z (z) e” gilt weiter
y(x) = 2'(z)e" +z(z)e”
y'(x) = 2"(x)e” +22 (z)e” + 2 (z)e”.

Eingesetzt in die Differenzialgleichung ergibt dies
0 = (2z—2%) (2"e" +22e" + ze") + (2% — 2) (2/e” + ze”) +2(1 — 2) z¢”
= z[(2z-2")e" + (z* —2) " +2(1 —2)€”]

@
2o
+ (2z — ,7:2) (z”e”” + 2z’ez) + (ac2 — 2) Z'e*
= " (2x — z2) 2+ (2x - x2) 27 + (z2 — 2) 2
= € [(23@ — x2) 2+ (430 — 2% 2) z’] )
Da e® # 0 fiir alle z € R, gilt
(22 —2%) 2" (z) + (42 —2® — 2) 2/ () =0

ZM(x) 2?—dx+2 2?2 -20+2xr—4r+2 2—2zx
— = =—-1+-—s.
2! (x) 2o — a2 2x — a2 2o — 22
Integration liefert
In |2’ (z)] = —z+1n‘2z—z2| +c,ceR=2(z)=cie™® 2z —2%), ¢ ==%e".
Eine weitere Integration liefert
z(x) = @ / e’ (2z—2*)dr=c1 [e_z (22 —2%) + /e_m (2 —212) dz]
T '
= ¢ | -2z + 2% + 2/e_zdz - 2/ e ¥ x dx
— =
T4

= [ — 2z T 4z — 2T — 2( —e Tx+ /e_c”dac)]

N—_——
—e—Tt4 K

= [—Qzefz +22e ™ — 267 4 2T 4+ 2% — 2K]
= c2le ™ —201K = c12%e % + ¢o,
——

=iCc2

Bitte wenden!



wobei K € R.
Die allgemeine Losung von (22 — 2%) y” + (22 — 2) y' + 2 (1 — 2) y = 0 ist somit

y(x) = Z(x)ez = (Cl$2eiz + 02) e’ = 01$2 + 0261.

. Durch totale Ableitung nach x der Schargleichung der Kreise
2 +y*—2Cy =0

kriegen wir
2z + 2yy’ — 2Cy" = 0.
Durch Elimination von C' aus den zwei letzten Gleichungen kriegen wir die Differentialgleichung

/ 2y
y -

x2_y2'

Die Differentialgleichung der Orthogonaltrajektorien lautet also als

J 7352 2
2ry
die als 1
S
v =50 y)
umgeschrieben sein darf. Mit der Substitution
M@:M@
€T

kriegen wir
Y'(2) = (u(x) - 2)" =/ (z)x + u(z)

und Einsetzen in der Differentialgleichung liefert die separierbare Gleichung

Durch Separation kriegen wir
2u 1
——du=— | =d
/ u?z +1 Y / 7
Inju?+1]=—Injz| +C
Nach Einsetzen von A = +¢© und Riicksubstitution folgt

2 A
x x
22— Az +y* =0.

Die Orthogonaltrajektorien sind also wiederum Kreise, welche die y-Achse im Ursprung beriihren (Fi-
gur: s. Stammbach, Analysis, Teil C, Kap. VIL.6, Seite 55).

Siehe nichstes Blatt!



4. Die Schar
y(x) = Cy cos(Csx) + Cysin(Csz) (1)

entsprich harmonische Schwingungen zu beliebigen Kreisfrequenzen (s. Stammbach, Analysis, Teil C,
Kap. VIIL.6, Seite 67). Da wir 3 Parametern haben, wird die zugehorige Differentialgleichung dritter
Ordnung sein. Durch Ableitung nach z kriegen wir

y’ = —C1C5 Sin(031') + CoC COS(Cg:L‘) (2)

y" = —C1C3 cos(Czx) — CoC3 sin(Czx)  (3)
Yy = C’lc’g’ sin(Csz) — 02033 cos(Csz) (4).

Aus den Gleichungen (1), (2), (3), (4) sind nun die Parametern Cy, C, C'3 zu eliminieren. Division von
(4) durch (2) liefert

Ferner ergibt sich aus (1) und (3) die Gleichung
y" +C3y =0.
Als Differentialgleichung der Schar erhalten wir somit

y/y// _ y///y —0.



