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Musterlösung zur Prüfung

1. a) Mit der Eulerschen Formel eiα = cosα+ i sinα ergibt sich

1

2
(eiα + e−iα) =

1

2
(cosα+ i sinα+ cos(−α) + i sin(−α))

=
1

2
(cosα+ i sinα+ cosα− i sinα)

= cosα

Damit folgt

2 cos2 x = 2

(
1

2
(eix + e−ix)

)2

=
1

2
(e2ix + 2eixe−ix + e−2ix)

= 1 +
1

2
(e2ix + e−2ix) = 1 + cos(2x)

b) Mit dieser Identität ergibt sich∫ 3π

0

cos2 x dx =
1

2

∫ 3π

0

(cos(2x) + 1) dx

=
1

2

(
1

2
sin(2x)

∣∣∣∣3π
0

+ 3π

)
=

3π

2

2. Zweimaliges Anwenden der Regel von Bernoulli-de l’Hospital liefert

lim
x→0

1− cos x

x2
= lim

x→0

sin x

2x
= lim

x→0

cosx

2
=

1

2
.

3. Mit z = reiφ und i = ei
π
2 folgt aus

arg

(
z2

i

)
= arg

(
r2e2iφ

ei π
2

)
= arg(ei(2φ−

π
2
)) = 2φ− π

2
=

5π

6
,

⇒ φ1,2 =
1

2

(
5π

6
+

π

2
+ 2kπ)

)
, k = 0, 1

Bitte wenden!



und somit

φ1 =
1

2

(
5π

6
+

π

2

)
=

2π

3
, φ2 =

1

2

(
5π

6
+

π

2
+ 2π

)
=

5π

3
.

Andererseits ist mit |1− i| =
√
2∣∣∣∣ z2

1− i

∣∣∣∣ = |z2|
|1− i|

=
z2√
2
= 2

√
2

⇒ |z2| = 4, also |z| = 2.

Damit folgt für die beiden komplexen Zahlen

z1 = 2eiφ1 = 2ei
2π
3 = 2 cos

(
2π

3

)
+ 2i sin

(
2π

3

)
= −1 +

√
3i,

z2 = 2eiφ2 = 2ei
5π
3 = 2 cos

(
5π

3

)
+ 2i sin

(
5π

3

)
= 1−

√
3i.

4. a) Es sind

f(t) = t−
1
2 , f(1) = 1,

f ′(t) = −1

2
t−

3
2 , f ′(1) = −1

2
,

f ′′(t) =
3

4
t−

5
2 , f ′′(1) =

3

4
,

und somit

j21f(t) = f(t∗) + f ′(t∗)(t− t∗) +
f ′′(t∗)

2
(t− t∗)2

= 1− 1

2
(t− 1) +

3

8
(t− 1)2

=
15

8
− 5

4
t+

3

8
t2.

b) Mit f(1 + x) =
1√
1 + x

gilt

lim
x→0

(
1

x
√
1 + x

− 1

x

)
= lim

x→0

f(x+ 1)− 1

x
= lim

x→0

j21f(1 + x)− 1

x

= lim
x→0

(
1

x

(
−1

2
x+

3

8
x2

))
= lim

x→0

(
−1

2
+

3

8
x

)
= −1

2
.

Siehe nächstes Blatt!



5. a) Durch Separation der Variablen findet man

dx

dt
=

cos t

x
⇔
∫

x dx =

∫
cos t dt ⇔ 1

2
x2(t) = sin t+ C

⇔ x(t) = ±
√

2(sin t+ C).

Einsetzen der Anfangsbedingung führt auf

x(0) = 1 =
√
2C ⇒ C =

1

2

Die Lösung ist somit
x(t) =

√
2 sin t+ 1.

b) Wir betrachten zunächst das homogene Problem ẋh(t) =
xh(t)

t
. Durch Se-

paration der Variablen findet man

dx

dt
=

x

t
⇔
∫

dx

x
dx =

∫
dt

t
dt ⇔ ln x = ln t+ c

⇔ xh(t) = Ct

für die allgemeine Lösung des homogenen Problems.

Für die partikuläre Lösung kann man die Methode der Variation der Kon-
stanten anwenden. Der Ansatz xp(t) = C(t) · t liefert

ẋp(t)−
xp(t)

t
− t2 = Ċ(t) · t+ C(t)− C(t)− t2 =

(
Ċ(t)− t

)
t = 0,

woraus folgt, dass

C(t) =
t2

2
,

das heisst

xp(t) = C(t) · t = t3

2
.

Die allgemeine Lösung lautet also

x(t) = xh(t) + xp(t) = Ct =
t3

2
=

(
C +

t2

2

)
t, C ∈ R.

Schliesslich ergibt sich aus der Anfangsbedingung

2 = x(1) =
1

2
+ C ⇒ C =

3

2
.

Die gesuchte Lösung des AWP lautet somit

x(t) = (t2 + 3)
t

2
.
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6. Per Definition ist F ein Potentialfeld, falls ein Potential V existiert, so dass
F = gradV . Ein Potential kann wie folgt bestimmt werden:

∂V

∂x
= −2x ln

y

z
⇒ V (x, y, z) = −x2 ln

y

z
+ C(y, z)

⇒ ∂V

∂z
=

x2

z
+

∂C

∂z
(y, z)

!
=

x2

z
⇒ C(y, z) = C(y)

⇒ ∂V

∂y
= −x2

y
+

∂C

∂y
(y)

!
= x2f(y) ⇒ C(y) = C und f(y) = −1

y

Es gilt dann F = gradV für V = −x2 ln y
z
+ C, C ∈ R.

Da es sich um ein Potentialfeld handelt, ergibt sich die Arbeit aus der Potenti-
aldifferenz zwischen End- und Anfangspunkt, also

A = V (−2, 3, 3)− V (3, 1, 1) = −4 ln 1 + C + 9 ln 1− C = −0 + 0 = 0.

7. a) Die Schnittkurve Γ kann z.B. durch γ(t) =

cos t
sin t
cos t

, 0 ≤ t ≤ 2π paramtrie-

siert werden. Mit

γ̇(t) =

− sin t
cos t
− sin t

 und F (γ(t)) =

 cos2 t+ sin2t
sin2 t

−(sin2 t+ cos2 t)

 =

 1
sin2 t
−1


ergibt sich für die Arbeit längs Γ

∫
Γ

F ds =

∫ 2π

0

F (γ(t)) · γ̇(t) dt =
∫ 2π

0

 1
sin2 t
−1

 ·

− sin t
cos t
− sin t

 dt

=

∫ 2π

0

sin2 t · cos t dt = 1

3
sin3 t

∣∣∣∣2π
0

= 0.

b) Parametrisierung der Ellipse E:

E : a : R2 → R3, (u, v) 7→ a(u, v) =

u cos v
u sin v
u cos v

 ,
0 ≤ u ≤ 1

0 ≤ v ≤ 2π
.

Siehe nächstes Blatt!



⇒ au =

cos v
sin v
cos v

 , av =

−u sin v
u cos v
−u sin v

 .

Normalenvektor:

(au × av)(u,v) =

cos v
sin v
cos v

×

−u sin v
u cos v
−u sin v

 =

−u
0
u

 .

Rotation von F :

rotF =

∂yFz − ∂zFy

∂zFx − ∂xFz

∂xFy − ∂yFx

 =

−2y
0

−2y

 ⇒ rotF (a(u, v)) =

−2u sin v
0

−2u sin v

 .

Und damit folg mit dem Satz von Stokes für die Arbeit:

A =

∮
Γ

F ds =

∫∫
E

⟨(au × av), rotF (a(u, v))⟩ du dv

=

∫∫
E

−u
0
u

 ·

−2u sin v
0

−2u sin v

 du dv

=

∫∫
E

(2u2 sin v − 2u2 sin v) du dv = 0.

Bitte wenden!



8. a) Man verwende den Satz von Gauss, wobei

divF (x, y, z) =
∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
=

∂Fz

∂z
= 0 + 2xyz + 0 = 2xyz

ist.
Damit ergibt sich für den Fluss durch die Oberfläche des Prismas P

Φ∂P =

∫∫
D(∂P )

⟨n, F ⟩ du dv =

∫∫∫
P

divF (x, y, z) dx dy dz

= 2

∫ 3

0

∫ 2−|x|

0

∫ 2

−2

xyz dx dy dz

= 2

∫ 2

−2

∫ 2−|x|

0

∫ 3

0

xyz dz dy dx

= 2

∫ 2

−2

∫ 2−|x|

0

xy

(
z2

2

∣∣∣∣3
0

)
dy dx

= 9

∫ 2

−2

x

(
y2

2

∣∣∣∣2−|x|

0

)
dx =

9

2

∫ 2

−2

x(2− |x|)2 dx

=
9

2

(∫ 0

−2

x(2 + x)2 dx+

∫ 2

0

x(2− x)2 dx

)

=
9

2

(
−
∫ 2

0

x(2− x)2 dx+

∫ 2

0

x(2− x)2 dx

)

= 0.

b) Es ist

rotF =


ln(x+ 5)

(y + 3)
− xy2

−
√
y + 5 sin z − ln(y + 3)

(x+ 5)

y2z − cos z

2
√
y + 5
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Bildet man davon die Divergenz, so erhält man

div(rotF ) =
1

(x+ 5)(y + 3)
−y2− sin z

2
√
y + 5

− 1

(x+ 5)(y + 3)
+y2+

sin z

2
√
y + 5

= 0

9. Die zu integrierende Funktion lautet f(x, y) = y(x2 + y2) + 10 und der Integra-
tionsbereich ist die Scheibe um den Nullpunkt mit Radius 2,

D2(0) = {(x, y) ∈ R2|x2 + y2 ≤ 4}.

Es bieten sich offensichtlich Polarkoordinaten an,

x = r cosφ, y = r sinφ,
0 ≤ r ≤ 2,

0 ≤ φ ≤ 2π.

Damit ergibt sich für das Volumen

V =

∫∫
D2(0)

(y(x2 + y2) + 10) dx dy

=

∫ 2π

0

∫ 2

0

(r sinφ(r2 cos2 φ+ r2 sin2 φ) + 10)r dr dφ

=

∫ 2π

0

∫ 2

0

r4 sinφdr dφ+ 10

∫ 2π

0

∫ 2

0

r dr dφ

=

∫ 2π

0

sinφ

(
r5

5

∣∣∣∣2
0

)
dφ+ 10

∫ 2π

0

(
r2

2

∣∣∣∣2
0

)
dφ

= −32

5
cosφ

∣∣∣∣2π
0

+ 20 · 2π = 0 + 40π = 40π


