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MUSTERLOSUNG ZUR PRUFUNG

1. a) Mit der Eulerschen Formel ¢’ = cos a + i sin v ergibt sich

1

5(6” +eT) = 5(008 a+isina + cos(—a) + isin(—a))
= §(Cosoz+isinoz+cosoz—isina)
= cosa

Damit folgt
1, . R o .
2COSZZ' — 9 (§(€m + e—za})) — 5(62190 + 261966—195 + 8—2250)
1 . .
= 1+ 5(62“E + e %7) = 1 + cos(22)

b) Mit dieser Identitéit ergibt sich

3m 1 3m
/ cos® xdr = —/ (cos(2x) +1)dx
0 2 Jo

1(1 o 3
=3 <§ sin(2x)| + 37r> = g

0

2. Zweimaliges Anwenden der Regel von Bernoulli-de I'Hospital liefert

. 1—coszx . sinz . COoSx 1
lim ——— = lim = lim = —.
x—0 .%'2 x—0 2{[ x—0 2 2

3. Mit z = re® und i = €'z folgt aus

22 rle?ie I Y
_ g g 1(2@_5) — 2 _— = —
arg ( : ) arg ( oz ) arg(e ) v =3 &

(5—W+E+2kﬂ)), k=01

1
= ==
P12 2\ 6 2
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und somit

_1 57T+7T _27r _1 57T+7T+2 _57r
175\ T2) T3 T\ T ) Ty

Andererseits ist mit |1 —i| = v/2

22 | 22| 22
i e Tee by Rk
= 22| =4, also |z|=2.

Damit folgt fiir die beiden komplexen Zahlen

: 2 2 2
21 = 2Pt = 2¢'3 = 2cos (g) + 24 sin (g) =—-1+ \/gi,

. 5n 5 5
29 = 2e'7? = 2" = 2cos (%) + 24 sin (%) =1—/3i.

4. a) Essind
f6) =172, f) =1,
) = 143 My = 1
3 s 3
71 =58, 1 =1,
und somit
520 = £+ P - )+ I ey
:1—%(t—1)+g(t—1)2
_ 15 5. 3,
“3 178
b) Mit f(1+ ) — 11+ oilt
Xz
1 N . flz+1) -1 2fl+z)—1
lﬁ%(xm_g =T - k= z
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5.

a)

b)

Durch Separation der Variablen findet man

d t 1
d—j:%@/xdmz/costdt@§x2(t):sint—|—0
< x(t) = £/ 2(sint + C).

Einsetzen der Anfangsbedingung fiihrt auf
1

Die Losung ist somit

x(t) = v2sint + 1.

t
Wir betrachten zunéchst das homogene Problem () = th() Durch Se-

paration der Variablen findet man

@zg@/@d:p:/@dt@lnx:lnt+c
dt t T t
<:>a:h(t):Ct

fiir die allgemeine Losung des homogenen Problems.

Fiir die partikulire Losung kann man die Methode der Variation der Kon-
stanten anwenden. Der Ansatz x,(t) = C(t) - t liefert

i) — xpT(t) — 2 =Ct) t+ ) —Ct) — 12 = (C(t) —t) t=0,

woraus folgt, dass

t2
Ct)=—
( ) 2 )
das heisst
t3
xp(t) =C(t) -t = 7
Die allgemeine Losung lautet also
t3 t2
z(t) = xp(t) + x,p(t) = Ct = 5= (C’—i— 5) t, CeR.
Schliesslich ergibt sich aus der Anfangsbedingung
1 3
2=z(1)==-+C = (C=-.
z(l) =5+ 5

Die gesuchte Losung des AWP lautet somit

() = (2 +3)%.
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6. Per Definition ist F' ein Potentialfeld, falls ein Potential V' existiert, so dass
F = grad V. Ein Potential kann wie folgt bestimmt werden:

=

v
ox

o _
0z

ov _
oy

Y

=—-2zrln= = V(r,y,2)= —?n? 4 C(y, 2)
z

z

22 oC | a?

_%2+%_§(y);x2f(y):> Cly)=C und f(y)

Es gilt dann F' = gradV fir V = —2*In¢ +C, CeR.

Y

Da es sich um ein Potentialfeld handelt, ergibt sich die Arbeit aus der Potenti-
aldifferenz zwischen End- und Anfangspunkt, also

A=V(-2,3,3)-V(3,1,1) =—-4In1+C+9lnl1—C=-0+0=0.

cost
7. a) Die Schnittkurve I' kann z.B. durch v(t) = [ sint |, 0 < ¢ < 27 paramtrie-
cost
siert werden. Mit
—sint cos?t + sin’t 1
A(t) = | cost und  F(y(t)) = sin? ¢ = [ sin®¢
—sint —(sin®t + cos? t) -1
ergibt sich fiir die Arbeit langs I'
2 2 1 —sint
/Fds = / F(y(t)) -A(t)dt = / sin®t | - [ cost | dt
N 0 0 -1 —sint
2 1 21
= / sint-costdt = —sin®t| =0.
0 3 0
b) Parametrisierung der Ellipse E:
UCoSV
. 0< 1
a:R* =R (u,v) — a(u,v) = [ usinv |, -

0<v<2mw

UCoSv
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Ccos v —usinv
= ay, = |sinv ], a,=1] wucosv
Ccos v —usinv
Normalenvektor:

COS v —usinv —U
sinv | X | wcosv | = 0
Ccos v —u sinv U

(au X av)(u,v) =

R

Rotation von F":

0, F, — 0.F, —2y —2usinwv
rot F=|0,F,—0,F, | =1 0 = rot F(a(u,v)) = 0
0. F, — 0, F; —2y —2usinv

Und damit folg mit dem Satz von Stokes fiir die Arbeit:

A ]fms _ //<(au % ay), 1ot F(a(u, v))) dudv

—Uu —2usinv
= // 0 . 0 du dv
U —2usinv

E
= //(2u2 sinv — 2u?sinv) dudv = 0.
E
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a) Man verwende den Satz von Gauss, wobei

oF, 0F, OF,
div F(z,y, z) = o T 6’yy =5, = 04 2zyz 4+ 0 = 2zyz

ist.
Damit ergibt sich fiir den Fluss durch die Oberfliche des Prismas P

<I>ap://<n,F)dudv:///divF(x,y,z)d:pdydz

D(9P)
3 p2—lz| 2
= 2/ / / xyzdx dy dz
0o Jo -2
2 2—|z| 3
= 2/ / / xyzdz dydx
—2Jo 0
2 p2—|x| 22 3
= 2/ / xy | — dy dx
2
—2Jo 0
2 2 [2—|= 2
:9/ oL dx:g/ (2 — |z|)* dx
o 2 |, 2 ) 5
9 ’ 2 ? 2
=— r2+z)*de+ | x(2—x)"dx
2\J 0
9 ? 2 ? 2
=—(— [ z2—2)de+ | z(2—2)dx
2 0 0

=0.

b) Es ist
1
n(x +5) 2y
(y+3) P
rot /' = —\/yﬁsinz—M

)
Ccos z(x +95)

Z——
Y 2y/Yy +5
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Bildet man davon die Divergenz, so erhélt man

1 9 sin 2 1 9 sin 2

@+5)y+3) 7 _2\/y+5_(x+5)<y+3)+y +2\/y 5=V

div(rot F') =

9. Die zu integrierende Funktion lautet f(x,y) = y(z* + *) + 10 und der Integra-
tionsbereich ist die Scheibe um den Nullpunkt mit Radius 2,

Dy(0) = {(z,y) € R?|a? +y* < 4}.

Es bieten sich offensichtlich Polarkoordinaten an,
T =T Cosy, Yy =rsing,

Damit ergibt sich fiir das Volumen

V= //@(:ﬁ +y*) + 10) dx dy
D2 (0)

2m 2
= / / (rsin @(r? cos? p + r?sin? @) + 10)r dr dy
o Jo

2 2 2m 2
:/ / 7’4Sing0d7’dg0+10/ / rdrdp
o Jo o Jo
27 5|2 27 22
:/ sin T dgo—i—lO/ T dy
0 5o 0 2o

27

+20 27 =0+ 407 = 407
0

32
= —— cos
5 (p




