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Musterlösung zur Prüfung

1. a) Zweimalige Anwendung der Regel von Bernoulli de L’Hôpital liefert (5 P)
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b) Partielle Integration führt auf
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2. a) Sei w = |w|eiα = 1− i, dann ist (6 P)
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Dies führt auf
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b)
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3. a)
d

dt
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d
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=
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(7 P)

b) Die Differentialgleichung

ẋ(t) =
x(t)

cos2 t
+ tetan t

ist inhomogen und erster Ordnung. Der homogene Teil kann mittels Sepa-
ration der Variablen gelöst werden:
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Die inhomogene Lösung kann mittels Variation der Konstanten gefunden
werden. Sei
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⇒ Ċ(t) = t ⇔ C(t) =
t2

2
.

Die allgemeine Lösung ist somit
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Siehe nächstes Blatt!



(5 P)

4.
ln(z) ⇒ z ∈ R>0
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√
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2
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√
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5. Es ist (4 P)
x(t) = 5 cos(ln t)

ẋ(t) = −5 sin(ln t)
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Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
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6. Der Gradient von f an der Stelle a, (6 P)
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)
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errechnet sich aus ∣∣∣∣ ( 3
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)
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Also ist
3fx − fy =

√
25 = 5. (2)

Aus (1) folgt nun
fx = 2fy

und dies, eingesetzt in (2), ergibt
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2
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)
.

Die Richtungsableitung ist am kleinsten in Richtung des negativen Gradienten
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)
und ihr Wert beträgt
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√
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7. Der Tangentenvektor an C ist (4 P)
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 .

Die Tangente ist also parallel zur xz-Ebene, wenn der Tangentenvektor senkrecht
zur Normalen der Ebene steht: 1
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Siehe nächstes Blatt!



(12 P)

8. a) Die Funktion
√
u ist nur für nichtnegative Werte von u definiert,

u

v
fordert

v ̸= 0 und wegen ln u
v
muss schliesslich v > 0 sein. Der maximale Definiti-

onsbereich von f ist somit R+ × R+.

b) Die Vektoren
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liegen in der Tangentialebene Tp an E im Punkt P = f(1, 1) =

1
0
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ein Normalenvektor auf Tp. Eine Koordinatengleichung für Tp ist dann
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c) i)
h : R → R3
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√
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ii)

d

dt
(f(g(t))) = df(g(t)) · dg(t)

Bitte wenden!



df(g(t)) =
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9. F ist genau dann ein Potentialfeld, wenn eine skalare Funktion V : R3 → R (6 P)
existiert, so dass F (x, y, z) = ∇V (x, y, z). Das heisst nun

∂V

∂x
=

y2

xz
⇒ V (x, y, z) =

y2

z
lnx+ C(y, z)

⇒ ∂V

∂y
=

2y

z
lnx+ C(y, z)

!
=

2y

z
lnx ⇒ C(y, z) = C(z),

⇒ ∂V

∂z
= −y2

z2
lnx+ C ′(z).

Also erfüllt zum Beispiel

f(x, y, z) = −y2

z2
lnx

die geforderten Bedingungen.
Da in einem Potentialfeld die Arbeit entlang eines Weges nur vom Anfangs-
und vom Endpunkt abhängt, findet man für diese

A =

∫
γ

F = V (C)− V (A) = V (e, 3, 3)− V (1, 1, 1) =
9

3
ln e− 1 ln(1) = 3.

10. Nach dem Satz von Gauss gilt (5 P)

Siehe nächstes Blatt!



ΦP =

∫∫
∂P

⟨n, F ⟩ dσ =

∫∫∫
P

divFdx dy dz

wobei n der nach aussen gerichtete Normalenvektor, ∂P die Oberfläche des Par-
allelflachs und dσ das Oberflächenelement bezeichnen. Die Divergenz des Vek-
torfeldes F beträgt

divF =
∂F1

∂x
+

∂F2

∂y
+

∂F3

∂z
= 3x2 + 1 + 1− 3x2 = 2,
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(−→
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∣∣∣∣∣∣ = |−15−24+60| = 21.

Somit ergibt sich für den Fluss von innen nach aussen von F durch die Oberfläche
von P

ΦP =

∫∫∫
P

2 dx dy dz = 2 · 21 = 42.

(10 P)
11. a) i)

rotF =

 ∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

×
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∂x
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∂y

 =
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Da die Rotation von F nicht verschwindet, ist das Vektorfeld nicht wir-
belfrei.

ii) Wirbelfreiheit ist eine notwendige Bedingung für ein Potentialfeld. Somit
kann F keines sein.

b) Der Satz von Stokes besagt

A =

∮
∂E

F =

b∫
a

⟨F (γ(t)), γ̇(t)⟩ dt =
∫∫
E

⟨n, rotF (a(u, v))⟩ du dv,

wobei A die Arbeit des Feldes F entlang des Randes ∂E der Fläche E und
n eine Flächennormale bezeichnen. Mit

au =

1
0
0

 , av =

0
1
0


ergibt sich für die nach aussen gerichtete Flächennormale n

n = au × av =

1
0
0

×

0
1
0

 =

0
0
1
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und aus a)i)

rotF (a(u, v)) =

uv
−v
0

 .

Die Arbeit entlang ∂E ist somit

A =

3∫
1

2∫
0

uv
−v
0

 ·

0
0
1

 du dv = 0.

c) Nein, es ist kein Widerspruch. Ein Potentialfeld liegt vor, wenn die Arbeit
entlang jedes geschlossenen Weges gleich 0 ist.


