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MUSTERLOSUNG ZUR PRUFUNG
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/ 3% cos(z)da = 3% sin(z) — / In(3)3° sin(z)dz

= 3%sin(x) + In(3)3" cos(x) — /ln(3)23‘” cos(x)dz

Es folgt
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/3”” cos(z)dx = Ty
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Es folgt |z| = 3 und arg(z) = iw + 2kw, k € Z. Die drei komplexen
Zahlen, welche das erfiillen, sind

21 = 31

Zg = 3((305(%71') + sin(gﬂ)i) = —¥ — ;i
11 11 3v3 3

z3 = 3(cos(—m) + sin(Ew)i) = T\/_ -5
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Siehe nichstes Blatt!



3. Wir l6sen zunéchst die homogene Gleichung:

in(t) — %xh(t) —0

() 1

()t
;»ln(xh(t)):/zzggdt /%dt In(t) + ¢

Es folgt x;,(t) = Ct. Fir die inhomogene Gleichung wenden wir Variation der
Konstanten an, also x(t) := C(t)t. Es folgt

tcos?(t) = tO(t)

also

1
C(t) = / o (1)t = 3 (1 +sin(t) cos(1)) + C
Die Anfangsbedingung ergibt desweiteren

1
O=zx(r)=m (§7T+C)
woraus C' = —7 und die Losung des Anfangswertproblems folgt:

() = %t (t — 7+ sin(t) cos(t))

Bitte wenden!



4. a) xz(t) ist auf ganz R definiert, da dies fiir sin und exp gilt.

Wir setzen in die Differentialgleichung ein:
Z(t) — (t) cos(t) + x(t) sin(t) = (cos(t)esm(t))' — cos()e®™® cos(t) + e sin(t)
= — sin(t)esm(t) + cosQ(t)eSin(t) — cos2(t)esm(t) + sin(t)esm(t)
=0
b) Wir setzen z,(t) = asin(t) + bcos(t) in die Differentialgleichung ein:

2(sin(t) — 1) = &,(t) + @,(t) cos(t) + x,(t) sin(¢)
= —asin(t) — bcos(t) + (acos(t) — bsin(t)) cos(t) + (asin(t) + bcos(t)) sin(t)
= —asin(t) — bcos(t) + a(sin®(t) + cos?(t))
= —a(sin(t) — 1) — beos(t)

Es folgt a = —2 und b = 0. Also ist eine partikuldre Losung

xp(t) = —2sin(t)

Siehe nichstes Blatt!



a) F ist eine Niveaufliche der Funktion f(z,y,2) := 322 4+ 2y* + 2? (ein Ellip-

b)

soid). Ein Vektorfeld, das tiberall senkrecht auf F steht, ist demzufolge

6x

Vi(x,y z)=|4y
2z

Das bedeutet, dass die Tangentialebene in genau denjenigen Punkte parallel
zur erwiahnten Ebene ist, wo V f(x,y, z) parallel zum Normalenvektor der
Ebene ist, also

6z 3
dy | =212
2z 2

Wir suchen also die Schnittpunkte der Geraden

A=

S 0030 >

mit dem Ellipsoid. Wir setzen dazu die Parametrisierung der Geraden in
die Gleichung fiir F ein:

=352 +2(5)2 4N =2
36 =3(5)° +2(5)7 + X =

Es folgt A = +4 und die gesuchten Punkte sind

(2,2,4) und (—2,-2,—4)

Fiir g(x,y) = z > 0 haben wir die Gleichung 36 = f(z,y, g(z,y)) := 32* +
2y? + g(x,y)? Es folgt

g(z,y) = /36 — 322 — 242

Im Punkt (1,2) ist die Richtungsableitung von g(z,y) minimal in Richtung

—Vg(1,2) = "o 31:02 ~ 2 (:i) - @)

und ihr Wert ist ) ’

(1,2)

~19a2) == |(
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Bitte wenden!



6. Bei der Transformation auf Kugelkoordinaten

x u cos(v) cos(w)
y | =¢(u,v,w) = | usin(v) cos(w)
z usin(w)

transformiert das Volumenelement geméss

dzdydz = |dy(u, v, w)|dudvdw
cos(v) cos(w) —usin(v) cos(w) —ucos(v)sin(w)
= || sin(v) cos(w) wcos(v)cos(w) —usin(v)sin(w) || dudvdw
sin(w) 0 u cos(w)

= u? cos(w)dudvdw

was der Integrand auf der rechten Seite von (*) ist. Demzufolge ist f(z,y,2) =1
und das Integral berechnet das Volumen von G und zwar

Vol(G) = /01 (/027r (/_: u? cos(w)dw) dv) du

w

4
27 s

= g(Sin(g) - Siﬂ(—z))
21 V3 V2

=35 )

= 5(V3+V2)

G ist ein Rotationskorper. Er entsteht durch Rotation des Kreissektors, welcher
begrenzt wird durch den Einheitskreis in der (zz)-Ebene und die Geraden ¢ —
(tcos(a),0,tsin(a)), (tcos(b),0,tsin(b)), um die 2-Achse. Fiir (a,b) = (-7, %)
entspricht dies dem Korper, der entsteht, wenn aus der Einheitskugel am Nord-
bzw. Siidpol jeweils ein Kegel mit Offnungswinkel s resp. 7 entfernt wird.

Siehe nichstes Blatt!



7. Wir berechnen den Fluss von innen nach aussen mit dem Satz von Gauss und
verwenden Kugelkoordinaten

// F(z,y,2) -ndo = /// div F(z,y, z)dzdydz
oK K
= ///2 + Z2dadydz
K
=2 / / / dadydz + / / / Z2dxdydz
K K

= 2Vol(K) + ///(u sin(w))?u? cos(w)dudvdw

us
2

2 2w 5
= 2Vol(K) + / / / u* sin? (w) cos(w)dudvdw
u=0 Jv=0 =—
25 2

::Q\Rﬂ(ff)*'Qﬂlg sin?(w) cos(w)dw
w=-%
32 (2 1
::Q\Rﬂ(]()%—ijg- 5(1~—<XB(2uﬁ)cos@u)dUJ
w==7%
32 (2 1
= 2Vol(K) + 27TE E(cos(w) — cos(2w) cos(w))dw
w==%
32 (2 1 1
::2\kﬂ(P()%—2ﬂ=E; §(cos(u0 —-§(Cos(3u0 + cos(w)))dw
32 (2 1
::2\ﬁﬂ(f()+-2ﬁi§- Z(cos@u)——cos(Suﬁ)dUJ
w==%
48
E

Bitte wenden!



8.

a) Wir verwenden Zylinderkoordinaten (g, ¢, z). Das Flachenstiick S ist be-

b)

stimmt durch ¢ < 1und z = f(x(0, ¢, 2),y(0, ¢, 2)) = f(ocos(p), esin(p)) =
0% sin(y) cos(yp) = 1% sin(2¢p). Somit ist eine Parametrisierung von S gege-
ben durch:

h : [0,1] x [0,27) — R?

o cos(¢p)
(0,0) = | osin(p)
50°sin(2¢p)

Auf 0§ gilt zusétzlich p = 1, also ist eine Parametrisierung gegeben durch:
ho:[0,27) = R?

cos(p)
O sin(p

)
1 sin(2p)

Wir suchen zunichst nach Extrema im Inneren von E. An diesen Stellen
muss gelten

O:Vf(x,y):<Z) = (z,y) =(0,0)

Die Determinante der Hesseschen Matrix (an diesem Punkt) ist

det (AV £(0,0)) = K(l) (1])' — 1<0

Demzufolge handelt es sich um einen Sattelpunkt und somit kein Extremum.

Somit befinden sich die globalen Extrema am Rand. Um diese zu finden,
bemerken wir, dass es sich dabei um die Punkte auf der Kurve 9S mit
maximaler bzw. minimaler z-Koordinate handelt. Unter Verwendung der
Parametrisierung aus a) suchen wir also nach den Extremalstellen von

z(p) = 1sin(2gp)

2
Das ist ein eindimensionales Extremalwertproblem mit Maxima ¢ 3 = T %”
und Minima g4 = %TW’ %’r. Somit hat f die globalen Maxima:

1 1
f(ﬁvﬁ> =

und die globalen Minima:

1
f(—\ﬁ,

Siehe nichstes Blatt!



c)

i) Die Arbeit betragt

o sin(p —sin(yp)

/ F(h(p) / —cos(p) | - | cos(p) | dp
0 £ sin 230 cos(2¢p)
/ n(2¢) cos(2p) — 1dy

/ —sin(4p) — 1dp

ii) Die zu i) kompatible Orientierung von S ist durch das Normalenvektor-

feld
cos(¢) —osin(p) —osin(y)
n(o, ) = helo, 9)xhy(0,) = | sin(p) | x| ocos(p) | =¢ | —ecos(p)
osin(2¢p) 0% cos(2¢) 1
Die Rotation von F' betragt
0
rot F(x,y,z)=| 0
-2

Mit dem Satz von Stokes berechnet sich die Arbeit nun zu

21
/ F(h(p)) - // rot F'(h(0,¢)) - n(0, ¢)dedy
0 [0,1]x[0,27]
—osin(y)
/ / -0 | —ocos(p) | dedyp
[0,1]x[0,27] 1
// —2ododp
[0,1]x[0,27]

= =27



