Dr. P. Thurnheer Grundlagen der Mathematik I ETH Ziirich
D-CHAB, D-BIOL (Analysis B) FS 13

Losungen zur Serie 6

1. a) Wir betrachten die folgenden zwei Kurven, die durch den Punkt <0, 0, £(0, 0)>

gehen:
9() = f(2,0) = e~ @254

hy) = F(0,y) = 073032
Aus die Ableitungen
g(x)=e @202 (2 _22) = ¢(0) =22
W(y)=e W30 (-3 -2y) = }(0) = -3¢
folgt, dass die Vektoren
vy = (1,0,2¢7%)" und v, = (0,1,-3¢7 )T

die gesuchte Ebene £ an das Bild von f im Punkt (0, 0) aufspannen:

T 0 1 0
yl=10|+un 0 + A 1
z e 2 2e72 —3e2

Die Koordinatengleichung (implizite Darstellung) kann man aus der Gleichung
(vg X vh, (2,y,2)T) = £(0,0) herleiten:
aus v, X vy, = (—2e7%,3e7% 1)7 folgt

E = {(x,y,z) S R‘g‘z =2e %y — 36_2y+€_2} )

Das gleiche Resultat bekommt man kriegen durch Elimination der Parameter A
und .

In der linearen Approximation gilt

f(x,y) = f(0,0) + <Vf(0,0), (xay)T> )

Bitte wenden!



und da V f(x,y) = e~ @*H0° 2043542 (L9 4 9 24 — 3)7 ist, lautet die obige

Formel
flr,y)=e?+e? (22 —3y).

Die lineare Approximation von f entspricht also der Koordinatengleichung der
Tangentialebene von f.

b) Die Niveaulinie durch O(0, 0) ist definiert als
{(z.y) eR?| f(z,y) = f(O) =€},

d.h.
2?4+ y* =22 +3y=0.
14—3 umformulieren, erkennen

5

Wenn wir obigen Ausdruck in (z —1)?+ (y+3)?
wir einen Kreis um M (1, —32) mit Radius R = %22,

Andererseits ist der Gradient im Punkt (0, 0)

vio0=c2( )

)T und somit steht er senkrecht auf der Niveaulinie (V f || R).

parallel zu (1, —3
¢) Die Tangentialebene ist parallel zur (z, y)—Ebene, falls

{9920 8 @w=-0-)
Die Niveaulinie durch (1, —32) lautet
{ e® | o) = s =}
Der Punkt (1, —2) ist ein Maximum, da aus
Sy2 9

f(x,y)—e_d,mitd:(m—1)2+(y+§)2 1

folgt, dass d = —2 minimal ist und f somit bei (1, —3) maximal wird.

d) Aus der vorherigen Argumentation folgt, dass jede Niveaulinie einem Kreis ent-

spricht.

Siehe nachstes Blatt!



2.

a)

b)

Definitionsbereich D( f ) C R%
Fiir (x,y) # (0,0) ist 2% 4y # Oundsomltf( Y) =
ist f(z, y) nicht definiert. Also ist D(f) = R?\ {(0,0)}.

Wertebereich W (f) C R:
Esist f(z,0) = 0 fiir alle z # 0, und fiir ein festes a # 0 haben wir f(0, 1) = a.
Alsoist W(f) =R.

w7z - Fr (z,y) = (0,0)

Zur Bestimmung der Niveaulinien muss die Gleichung mQyTyz, = cfiirfestesc € R
gelost werden.

Im Fall ¢ = 0 ist die Niveaulinie die z-Achse ohne den Punkt (0,0), d. h.
{(z,0)]z € R\ {0}}.

Im Fall ¢ # 0 schreiben wir 2 + 3> — £ = 0, ergénzen quadratisch und erhalten

1\2
$2+(y_2_c) :4_12 ) (x,y)#((),())

Dies ist ein Kreis mit Mittelpunkt (0, 2%) und Radius r = ohne den Punkt

(0,0).

1
2el

Bitte wenden!



¢) Die Gleichung der Tangentialebene des Graphen von f iiber dem Punkt (zg, yo)
lautet

0
z = f(wo,y0) + a—i(xoyyo) (x — o) + 2—5(1’07?/0) (¥ — vo)-

Die partiellen Ableitungen sind

0
a—i(w,y) =

2 _ ,y2
= :>

—2zy g
(x> +y2)*" 9y

Vf(1,1) = (_0%) .

Die gesuchte Tangentialebene hat also die Gleichung

1 1
z:§—§(a§—1) oder z+2z=2.

d) Die Richtunsableitung D, f ist per Konstruktion maximal, wenn v || V f ist, d.h.

in Richtung von
Vi1 1 (-1 ~1
== — —_= .
vy 12\ 0) " \o
Der zugehorige Wert ist dann D, f(1,1) = [V f(1,1)| =

1
3

3. Die drei Funktionen ergeben drei verschiedene Darstellungen der gleichen Flidche
(wenn eingeschrinkt auf den oberen Halbraum).

Siehe nachstes Blatt!



a)

b)

Wir bestimmen zunichst die Definitions- und Wertebereiche jeder Funktion.

Dy ={(.y) € R?

24yt < 25}

und

Wf:{zeR+ 235}:[0,5].

Der Definitionsbereich ist eine 2—dimensionale Kreisscheibe mit Radius 5 um
(0,0) und der Wertebereich ist ein (abgeschlossenes) Intervall.

Die zweite Funktion ist fiir alle ¥ und ¢ wohldefiniert, d.h. D, = R? (und offen-
sichtlich dim R? = 2).

Der Wertebereich bestimmt man in dem man die gewonliche trigonometrische
Identitit sin® o + cos? a = 1 mehrmals verwendet.

Sei 9(197 @) - (gl (197 @)7 g2 (?97 90)7 93(197 @))T’ dann ist

G+ g5+ g5 =25 [ sin®¥(cos? p + sin® ) + cos® ¥ | =25
N’

=1

g

=1

und somit
W, = {(az,y,z) e R®| 2% + y? + 22 :25} )

Wegen der Periodizitit der trigonometrischen Funktionen, dieselbe Werteberei-
che kénnte man auch kriegen, wenn man nur [0, 7] x [0, 2 7| als Definitionsbereich
betrachtete.

Auch die dritte Funktion ist iiberall wohledefiniert: in diesem Fall ist D;, = R3
(und dim R3 = 3).

Diese Funktion kann jeden positiven Wert annehmen, d.h.

Wh:R+: [0,00)

Wie schon angedeutet, das Bild von g stimmt mit der Niveaufliche von A zum
Niveau 25 iiberein: jede Niveauflache von h entspricht eine Sphére und g para-
metrisiert die Sphére mit Radius » = 5. Wenn man z = f(z,y) setzt, kann man
leicht verifizieren, dass der Graph von f ist die obere Halbspére mit dem gleichen
Radius.

Bitte wenden!



¢) Die gesuchte Ableitungen lauten

1

df (z,y) = —r, — 1 x 2)-Matrix
5 cost¥cosp —bHsindsingp
dg(¥,¢) = | 5 cossing 5 sindcosgp (3 x 2)-Matrix
—5 sinv 0
dh(z,y,z) = (2x,2y,22) (1 x 3)-Matrix

d) Wenn wir h und g zusammensetzen, kriegen wir h o g : R? — R mit

hog(d, ) = (5 sind cos p)? + (5 sind sin p)* + (5 cos¥)* =
= 25 sin® ¥ (cos® p + sin® ) +25 cos® ¥ = 25

S

]
Somit ist offensichtlich
d(hog)(d,¢) = (00)

e) Das gleiche Resultat kriegt man unter Verwendung der Kettenregel

d(hog) (0, ) = dh(g(¥,¢)) dg(¥,¢) =

5 costcosp —Hsindsing
= (291 (197 ()0)7 292 (797 90)7 293(197 90)) 5 cos¥sin ¥ 5 sind cos 2 =

—b sind 0
costcosp —sinvsinp
=50 (sin ¥ cos @, sin ¥ sin p, cosJ) | cossing sindcosg | = (00)
—sind 0

Das konnte man auch ohne zu rechnen erraten: g parametrisiert die Sphére mit
r = 5, hbeschreibt Niveaufldchen, die Sphéren entsprechen: £ ist also per Kon-
struktion auf dem Bild von g konstant und somit muss die Ableitung verschwin-
den.

f) Der zu betrachtende Gradient ist

Vh(x,y,z) = (dh(x,y, z))T =2

IS

Der Vektor (z,y,z)" ist der Radius der Sphire durch den Punkt (z,y,2) #
(0,0,0). Deshalb steht Vh(z,y, z) senkrecht auf der durch den Punkt verlau-
fenden Niveaufldche von h.



