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1.

Losungen zur Serie 7

a) Die gegebene Funktion ist wohldefiniert, sobald das Argument des Logarithmus

positiv ist, d.h.

Df:{(x,y)ERQ‘(x2—1)y>—l}.

Um den Definitionsbereich zu skizzieren ist die folgende Fallunterscheidung
niitzlich:
-1 1

i) wenn |z| < 1ist, muss y < =
) 2] y z2—-1 1—22

(> 0) sein;

ii) wenn |z| > 1ist, muss y > —

1 (< 0) sein;

iii) wenn z = +1(sowie wenn y = 0) ist, ist die Funktion fiir alle y € R (bzw.
fiir alle x € R) wohldefiniert.
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Bitte wenden!



b)

Der Gradient lautet

o4 2zy 2?2 —1 T
= (§) = (2 oo oY
a—i (2 —-1)y+1 (2 —-1)y+1

6
und insbesondere V f(1,1) = <0>

Der Wert der Niveaulinie von f in P(1, 1) ist definitionsgemiss f(1,1) = 4.

Ein Tangentialvektor ¢ an die Niveaulinie steht senkrecht auf dem Gradienten
V f und hat per Konstruktion keine Komponente in z—Richtung, wihle also etwa
t=1(0,1,0)T.

Das Bild von f ist
F={(w.y.2) eR|f(ey) =2} .
also Niveauflache der Funktion
F(z,y,2) = f(z,y) — 2

zum Niveau 0.

Der Normalenvektor 77 der Tangentialebene an F im Punkt
Q = (17 0, f(l, 0)) = (17 0, 4)
ist gelich dem Gradienten von F'in Q, also mit VF(z,y, z) = (V f(z,y), —1)T

i =VF(1,0,4) = (Vf(1,0),-1)" = (4,0,—-1)T.

Die Koordinatengleichung der Tangentialebene ist dann 77 - (¥ — @) = 0, d.h.

0 |- Y =0 & 4dr—2=0.
—1 z—4

Damit die erste Komponente von f(z, y) definiert ist muss (z,y) € R, x R sein.
Wegen der zweiten Komponente desweiteren (z,y) € Ry x R, UR_ x R_.
Beides zusammen ergibt den Definitionsbereich R, x R, .

Siehe nachstes Blatt!



b) Die Gleichung der Tangentialebene lautet
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¢) Wenn es einen solchen Punkt (¢, yo) gébe, so miisste der Normalvektor f,(xo, yo) ¥
fy(x0, yo) senkrecht auf die (zy)-Ebene stehen und das wiirde bedeuten, dass die
beiden Vektoren f,(zo,yo) und f,(zo,yo) parallel zur (zy)-Ebene liegen miis-

0
sten. Aber f,(zo,y0) = —yio kann nicht parallel zur (xy)-Ebene liegen.
2yo
d) (i) Wir haben
t? t]°
h(t) = [ In(t?e™?) | = | 2In(t) —
o2t o2t
und somit
sen(t) - 3t?
W(t) = 2 _
2€2t
(1)

¢ e
0 2 2e%
a) Die verkettete Funktion 4 : R? — R? lautet
In(e**™) 4+ In(e )
v
h(U, U) = 9(]6(“:”)) = 62u+v = (62u) :

equv e

Bitte wenden!



Mit Hilfe der expliziten Formel fiir 4 konnen wir die Ableitung direkt bestimmen

on: om

ou  Ov 0 1
dh(u,v) = :(2€2u O) )

on on,

ou Ov

Um die Kettenregel zu verwenden brauchen wir zunichst die Ableitungen von f

und ¢
u+v eu—i—v

e
df (u,v) = —e 0 :

262u+v 62u+v

1 1

— — 0

z Y

dg(z,y,2) = :

z z 1

und somit (wso)
e \uTv ev 0
dg(f(u’ U)) = ( u—v 3u efv )

Aus der Matrzienmultiplikation ergibt sich die Ableitung von & als verkettete
Funktion

dh(u,v) = dg(f(u,v)) - df (u,v) =
- 1-1+0 1+0+4+0 _ 0 1
- _€2u+e2u+2e2u _€2u+e2u - 2€2u 0 .
Wir haben also explizit verifiziert, dass die Kettenregel stimmt.

b) Die Tangentialebene an F in dem zu (0, 0) gehorigen Flichenpunkt wird aufge-
spannt durch die Vektoren f,(0,0) und f,(0, 0), wobei

et 1
fulu,v) = —e = fu(0,0)=1| -1 |,
2 62 u+v 2
und
et 1
folu,v) = 0 , = fu(0,0)=1{ 0
62 u+v 1
Der Normalenvektor 77 der Tangentialebene an F in (0, 0) steht senkrecht dazu:
1 1 -1
= fu(0,0) x f,(0,0)=| —1 | x| 0 | = 1
2 1 1



