Dr. P. Thurnheer Grundlagen der Mathematik I ETH Ziirich
D-CHAB, D-BIOL (Analysis B) FS 13

Losungen zur Serie FERIEN

1. Der obere Rand des Korpers, iiber den integriert werden soll, geniigt der Glei-
chung

z=0(z,y) = é\/(ﬂb? — b2x? — a?y?.

Diese Fliache schneidet die x — y—Ebene (also z = 0) in der Kurve

= o) = P

Wir kénnen den Korper als die Menge aller Punkte

0<z<a, 0<y<pB(x) und 0<z<d(x,y)

Bitte wenden!



cahrakterisieren. Dies Fihrt zu
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2. Offenbar ist . 5
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der schraffierte Bereich.
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Die Abbildung

Siehe nichstes Blatt!



mit der Jacobi-Determinante

det D® = ’
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bildet offenbar den Bereich

D' ={(u,v) eER}1<u<3 1<v<?2}
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. Fiir den Satz von Gauss berechnen wir die Divergenz von v:
divo(z,y,2z) = 1.

Bezeichnen wir mit D die Kreisscheibe {(z,y, z)|z* + y* < 1,2 = 0}, dann gilt
nach dem Satz von Gauss:

/divvd3x:/ (v,n}da:/<v, —ez>d0+/<v,er>da,
H OH D s

1

wobei e, (z,y,z) = (0,0,1)T und e, (z,y, z) = \/2+=2+2(x,y, 2)T.
x24y242

Somit:

2 2
/(v, eqydo = / divvd®z — / (v, —e,)do = -1 — / —ldo = -r+7= §7r.
s H D 3 D 3 3

. Wir betrachten das Vektorfeld
Yy
F(z,y,2)=| =«
3z

und das Dreieck D mit den Ecken A(0,0,0), B(1,1,0), C(0,1,1).

Bitte wenden!



a) Ist das Vektorfeld F' wirbelfrei? Begriinden Sie Thre Antwort! Berechnen Sie
die Arbeit von F lings des Randes von D (von A iiber B und C nach A).

Es gilt

o0, F, — 0.F, 0 0
rot F = | 0,F, — 0, F, | = 0 =10
0,F, — 0,F, 1-1 0

Also ist F wirbelfrei. Da der Definitionsbereich (ganz R3) von F' einfach
zusammenhéngend ist und rot ' = 0, ist F' konservativ, d.h. die Arbeit
von F' langs des geschlossenen Weges 0D ist gleich 0. Dies folgt direkt aus
dem Satz von Stokes:

A= / Fds://(rotF,m dudv = 0.
D

y=0D

(Alternative: Durch partielle Integration der Komponenten von F' kann ex-
plizit eine Potentialfunktion V' (x, y, z) bestimmt werden, so dass VV (z,y, z) =
F(z,y,z). Man berechnet: V(x,y, z) = zy + %zz +C)

b) Bestimmen Sie den Fluss von F' sowohl durch das Dreieck D als auch durch
die Oberfldche des Tetraeders mit Grundfliche D und Spitze S(0, 1, 0).
Skizze:

Parametrisierung des Dreiecks D:

1 0 U 0
a:R* - R*  (u,v)—=alw,v)=u| 1 |+ 1 | = ut+v |, 0
0 1 v
Normalenvektor:
1 0 1
N =ay X G, = 1 X 1 = —1
0 1 1

Siehe nichstes Blatt!
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Somit ist der Fluss von F' durch das Dreieck D

dp = //(F,Q) dv du
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_ //(F(a(u,v)),@) dv du
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= /2(1—u)2du:<2u—2u2+—u3 >:—.
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Nach dem Satz von Gauss gilt fiir den Fluss durch die Oberfldche (07)
des Tetraeder T'

/(F,Q) dudv = /didexdydz = /dedydz =3 Vol(T).
ar T T
T ist eine Pyramide mit dem Dreieck A(0,0,0), B(1,1,0), S(0,1,0) als Grund-

fliche und dem Punkt C(0,1,1) als Spitze (siche Skizze). Die Grundlfiiche
hat Inhalt %, also ist

1 1 1
Vol(T)==-1-==—.
oM =3-1-3=5
Also gilt fiir den Fluss durch T
1
%zS-Vol(T)ZE.

[Daraus ldsst sich alternativ auch der Fluss durch das Dreieck D berechnen,
indem man vom Fluss durch 7" die Fliisse durch die anderen Dreiecksseiten
des Tetraeders abzieht.
Der Fluss durch das Dreieck D; = ((0,0,0),(1,1,0),(0,1,0)) (von T" nach
aussen) ist
0

@Dlz/ F-| 0 |dxdy=0.

Dy 1

Bitte wenden!



Der Fluss durch das Dreieck Dy = ((0,0,0),(0,1,0),(0,1,1)) (von T nach
aussen) ist

1

— 1 y 1 1
dp, :/ F-|l 0 dydz:/ (—y)dydz:/ (/ (—y)dz) dy:—/ yidy = —.
Do 0 Do 0 0 0 _3

Der Fluss durch das Dreieck D3 = ((0,1,0),(1,1,0),(0,1,1)) (von T nach
aussen) ist

0

1/ pl-a 1 1
op, = / F-| 1| dzdz= / xdrdz = / (/ mdz) dx = / (z—2?)dr = .
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Zusammen erhalten wir fiir den Fluss durch D
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5. Wir haben
div F(z,y, z) = xzsin(y) — xzsin(y) + ST gty
Mit dem Satz von Gauss gilt dann fiir den Zylinder Z:

/ (F, n>d0:/didemdydz:/e"’2+y2dxdydz.
02 z z

In Zylinderkoordinaten

x rcos(yp)
y | = | 7rsin(p)
z z

mit Jacobi-Determinante r bekommen wir

V2 2T 3 )
/ (F, n>da:/ dr/ dgp/ dzre™.
0z 0 0 0

Das z- und das ¢-Integral konnen unmittelbar ausgefiihrt werden. iibrig bleibt:

\/5 2
/ (F,n)do = 67?/ re’ dr.
oz 0

Da (Hinweis) % <6T2> — 2re¢””, kann auch das verbleibende Integral miihelos

berechnet werden:

Siehe nichstes Blatt!



r—x 0

6. a) rot F(z,y,z)=| 0—y | =| -y
z—0 z
242y — (=2 4+ zy) 4
rot G(x,y, z) = 0— % = _%
yz —xy yz —zy

b) rot F steht iiberall senkrecht auf (1,0,0)” und die z—Komponente von rot G
ist konstant.

c) Die Arbeit des Vektorfeldes F' lings einer geschlossenen Kurve 7 in einer
Ebene senkrecht zur z-Achse ist 0, da der Normalenvektor der umrandeten
Fliache sinkrecht auf rot F' steht und die Arbeit von G ist 4 mal die um-
randete Fldche, da das Skalarprodukt von ihrem Normalenvektor mit rot G
gerade 4 ist.

7. a) div F(x,y, z) = 6. Zusammen mit dem Satz von Gauss und

1
V= §7T7"2h

fiir das Volumen V' eines Kegels K mit Radius » und Hoéhe A folgt bereits
das Resultat:

1
/ (Fyn)do = / div Fd®z = 6-733 = b4n.
K K 3

b) G(z,y,2) = (x*—3yz)(1,1,1)". Dader Vektor (1,1, 1) parallel zur Dreiecks-
Ebene steht, steht der Normalenvektor der Dreiecksflache senkrecht auf G
und der Fluss ist 0.

1 1
8. a) / (V(tvap),vap)dt = / (8t° +4t)dt =4 =: A
0 0

b) [ - /8A<v<~y<t>>,v<t>>dt—z4
Stokes _ 4 4 /A(rot V(z,y,z),n)do

= —A,darotV =0.



