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MUSTERLOSUNG ZUR PRUFUNG

(3 P)
1.
hﬂ)l In(e” — cosx) + In(sinz) — 21n(z))
= lifg(ln((ez — cos ) sinz) — In(z?))
. efsinx — cosxsinx
=limlIn ( )
210 2

BdH . .. e*sinx + e* cosx + sin? x — cos? x

= Inlim

zl0 2x
i) hﬂ]l —(2¢"cosz 4+ 4cosxsinz) =In(l) =0
(8 P)
2. a) Mit
2+3i  (2+3)B3+2¢) 13 . .=«
frg = —7 =17 =€ 2
3—2i (3—20)(3+2i) 13 ’
(14+i)=v2e't = (140" = (V2e'1) =4 = —4
V3+i=2¢%
erhalt man
2 3‘ > T 1 ) 4 (T s . T
_ 2431 s AT 0G0 = i = 2icos "tsin ~ = 1-v3i.
3— 27 V3 +i 6 6
Somit sind
57

Re(z) =1, Im(z) = —V3, |z|=]|—26's|=2, arg(z)= 5

b) Die Langen von z; und z3 sind gleich:

20| = /(34 40)(3—4i) = V25 =5

124 = %\/(7—1—2')(7 =3 = @ 5.

Bitte wenden!



Die Multiplikation zweier komplexen Zahlen entspricht einer Drehstreckung,
somit ermittelt man den Winkel o zwischen z3 und zy via

2344 2 (3+4)(T—i)  225+25 1

o V27410 V2 (T+D(T—9) V2 20 2

= cos(a) ! & z
cos(a) = — a=—.

NG 1
Daraus folgt fiir die Winkel 5 des Dreiecks

(1414),

s
T =7 R

/8 p— 2 p— §'
(5 P)
a) Mit
ezt _ e—zt eit + e—it
in(t) = t) =
sin(t) 5 cos(t) i
ist
it —it\ 2
.2 e —¢€ Lo it —2it Lo, oy L1
= —| =—(e"-2 =—- — = —(1—cos(2t)).
sin”(t) ( 5 ) 4(6 +e~") 4(6 +e )+2 2( cos(2t))
b)
3 . 3
/tsinQ(t) dt = 5/t—ltcos(mf) dt
0 0
. 3
= —? — —/tcos(2t) dt
4o
0
bl
S| 21
== —sin(2t)| — = /sin(2t) dt
1 2 0o 2
0
2 1 b
= 71T—6 ~3 cos(2t)
0
- 1
16 4
B 2+ 4
16
(4 P)
. er —e™” 2e*
p— 1 = 1 PR 1
artanh | ——— ) = SIn | — S FET | - Cgn [ EEET | _ ) = o
e +e e 2 2e 2
e’ +e " et +e "

Siehe nichstes Blatt!



Mit

tanh(z) = — _ —
an () er 4 e~ e:):(l_i_eflx) 1_’_6721
ist ausserdem
1 1 1 — —ln(}_—i) 1 — ln(}_;) 1 — (i=z
tanh(—ln( +x)):( € 1+x):< € :x): (1tx)=$
2 1—23 (1+€_1n(171)) (1+61n(1+1)) 1+(ﬁ)
(11 P)
5. a)
I a N b _ax—i—bx—l—a—b
2—-1 z—1 z+1 2 —1
a+b = 0 & a = —b 11
Fiir x # £1 ist
dx 9
- — _1
at "

/ dz _1/ S N
2-1 2/ \z-1 241/

1
= §(ln\x— 1| —In|z+ 1))

1 |z — 1|
=—In
|z + 1]

r—1
’ | — 62t+2¢ — 62t62¢: _ C¢€2t7 C >0

o |

|z + 1
Fallunterscheidung;:
|z — 1] x—1 1 —Ce?
! |z + 1 r+1’ z(t) 1+ Ce?

lz—1 x—-1 1+ Ce”

>1Vae<-—1: = - 7"
’ ’ o1 o1 W iea

b) Nein.
Aus
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ergeben sich die Gleichgewichtslosungen der Differentialgleichung
flz)=0 < zx==+1

und es ist f(x) < 0 fir z € (—1,1). Das bedeutet

x*(t) ist somit fallend.

1
Alternativ: Fiir 2*(1) = —3 erhdlt man

1 — C€2t 1. 621&(67215 _ O)

lim — % — c\E T
D% 1+ Ce? b e?t(e2t + C)

N (il S
t—oo (e72 4+ ()
= —1.
6. Fiir (8 P)
20 —y =2
20 —y = —H
r+y=-—1
r+y=
bietet sich die Substitution
u=2r—vy, —5<u<?2
{v:x—i—y, —1<v<3
an, woraus
U+ v 20— u
z(u,v) = 7 y(u,v) = T
Die Jakobideterminante ist dann
Oz Oz 11
ou o 3 3 2 1 1
det o o = L :§+§:§,
ou o 3 3

der Integrand

(20 — ) cos ((2”3_ CR “) w> — (20— u) cos(—um) = (20 — 1) cos(ur)

Siehe nichstes Blatt!



7.

und somit

é /2 /3 (20 — 1) cos(um)dvdu

51
2
1
=3 /(1)2 cos(um) — uv cos(um))
5
2

3

du

-1

1
=3 /(8 cos(um) — 4u cos(ur))du
5
8sin(ur) | 4 [ sin(ur)|? 1 /
=— ——|u - —/sin(mr)du
3 7w |5 3 ™ol T
4 2
33 cos(um) .
__8
3m?
(25 P)
a) Esist
1
o\ 1 /1
E=—"F"<7=—F%= )
1 V2 \ -1
—1
und mit

|

Dann ist 10 5
, T
r)=———=0 & x=35
g'(x) NANG
und da 5
"65)=——<0
g"(5) 7

wird die Richtungsableitung von f auf der Geraden y = 5 in Richtung é an
der Stelle (5,5) maximal.

Bitte wenden!



b) Betrachte die Funktion

h(z,y,2) = f(z,y) —2=0.

Dann ist
2zy
Vh(z,y,2) = [ 2? + 2y
-1
und an der Stelle
0 0
3 =13
£(0,3) 18
hat man
0
vh(0,3,18) = | 18
—1
Somit ist die Koordinatengleichung der Tangentialebene an F in diesem
Punkt
0 x—0
< 81,1 y—3 >:O & 18y—2-36=0.
-1 z— 18
c)
vfz,y) = 22y L (9 = (0,0) ist kritischer Punkt.
) 1’2 + 2y2 0 3
—1 < z < 1: x monoton steigend
0 < y < 1: y monoton steigend = (0,0) ist ein Sattelpunkt.
-1 < y < 0: y monoton fallend
Oder, fiir x in einer Umgebung von 0
flzy) > 0, Vy > 0 o
fy) < 0. Yy < 0 = (0,0) ist ein Sattelpunkt.

Um die Extrema von f auf dem Rand von F zu bestimmen, parametrisiert
man diesen 0 n
x(t cos(t
(y(t)) N (sin(t)) , tef0.2m)

h(t) := f(cos(t),sin(t)) = cos(t) sin(t) + gsins(t)

und betrachtet

R (t) = —2cos(t) sin(t) + cos®(t) + 2sin?(t) cos(t) = cos*(t) = 0

Siehe nichstes Blatt!



G =@ =5
3m 3 .4 3m, 3
M) =g )=

Somit erricht f auf £ das absolute Maximum im Punkt (0, 1) und das ab-
solute Minimum im Punkt (0, —1).

d) i) Eine mogliche Parametrisierung der Schnittkurve ist

cos(t)
~y(t) = sin(t) , 0<t<2r
cos?(t) sin(t) + 2 sin®(t)
und mit
— sin(t) — sin(t)
Y(t) = | cos(t) |, G(y(t)) = | cos(t)
cos®(t) sin(t

ergibt sich fiir die Arbeit von G langs vy

A= / (GOr(1)), (0)) dt

2 [—sin(t) — sin(t)
:/< cos(t) |, | cos(t) >dt
J ) )\ eostt)

sin(¢

— /sinz(t) + cos?(t) + sin(t) cos®(t)dt

4 2
_ o, COS (1) .
4
ii) Mit
0Gs _ 090G 1
0 0z
rot G = och _ 3G, =101,
38022_38@ 9
ox Jy
e.9) t —1<z<1
a\x, = )
w=l L, VI—P<y< VI 2
7Y + 35y
1 0 —2xy
Ay = 0 ;o Ay = 1 ;o Oy X Ay = —z2 -2,
21y x? + 2y? 1

Bitte wenden!



folgt mit dem Satz von Stokes

_ 7{(; _ //(ax % ay, rot Gla(z, y)))dady

Vi-a? —2xy
/ / —2% — 22 | dady
_,/]_ 2 1
1 Vi—a? 1 —
:/ / 2—2xydydx:/2y—xy2 dx
R el —V1—x2
! 1
=4 / V1—22de =2(zv1 — 2? + arcsin(x))| = 27.
-1
21

Oder alternativ in Polarkoordinaten (Jakobideterminante r)

2
/2—27“ cos() sin(p))r dp dr
0

3

A

Il
o — _

I 2

2r — 2r® cos(y) sin(ip) dp dr = /27Tg0 + 7% cos® ()| dr
0

I
o _
O\H O\

0

Il
e~
N

rdr = 2.

(12 P)
8. i) Der Fluss des Vektorfeldes F' durch 0B ist definiert als

@83_// (1, 0) X ay(u, v)), F(a(u,v))) du dv.

D(9B)

Sei C' der gerade Kreiszylinder mit Grundfliche £ und D = LN Z. Dann ist

1
Gop =D + §CI>C + Op.

Siehe nichstes Blatt!



Fluss durch E:

TCQS(go) 0<r
a(rp) = | rsin(e) |, 902
0 =¥ =em
0
ng = 0 )
—1
r?—1
Fla(r,p)) =1 0
0

Wegen (ng, F(a(r,¢))) = 0 ergibt sich fiir den Fluss durch E:
dp = 0.

Fluss durch %C’:

c(p,2) = | sin(p)

ng = Cy X C;

—sin(yp) 0 cos(yp)
= | cos(p) | x 0] = | sin(p)
0 1 0
cos?(ip) + sin?(p) — 1
F(e(p, 2)) = 0

(1 —2cos(yp))z
wegen (nc, F(c(ip,z))) = 0 ergibt sich fiir den Fluss durch C:

1
&0 =0.
5 ¥C

Bitte wenden!



Fluss durch D:

Kartesisch:
(e.9) * —1<z <1,
a(x,y) == ,
Y 3—%—y —V1—-22<y<+y1—2a?
1 0 0
np=by,xb,=[0] x|1]=1]-1
0 1 1
2?2+ -1
F(b(z,y)) = 0
(1—-22)(3+vy)
1 V122 0 1'2 + y2 -1
dp :/ / -1 - 0 dy dx
-1 _ 122 1 (1—22)3+vy)
1 2 1—x2
o Y 2
_/3y+——6xy—xy dx
/i 2 s
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Polarkoordinaten:

rcos(p) .
b(r,gp)( rsin(p) ) {OS =L

3+ rsin(p) 0<@<2r
cos(¢p) —rsin(p)
np = b, x b, = | sin(p) | x [ rcos(p)
sin(¢) rcos(ip)
rsin(p) cos(p) — rsin(yp) cos(p) 0
= —7rsin?(p) — 7 cos?(p) =|-r
rsin®(¢) + r cos?(p) r

72 cos?(p) + r?sin®(p) — 1
F(b(r,¢)) = 0
(1 —2rcos(¢))(3 + rsin(yp))
r2—1
= 0
3+ rsin(p) — 6rcos(p) — 2r?sin(p) cos(yp)

1 27 0 7“2 -1
by = // —r |- 0 dpdr
00 r 3 + rsin(p) — 67 cos(p) — 2r?sin(p) cos(p)
1

21

/ 3r 4+ r2sin(p) — 672 cos(p) — 2r% sin(ip) cos() dy dr
0

2w

dr
0

3rg — r? cos(p) — 6r? sin(p) + r° cos®(p)

O\H o\

1

:67r/rdr

0
= 3.

Der Fluss durch 0B ist dann

Gop =0+ 0+ 37 = 3.

ii) Der Satz von Gauss sagt

byp = //((au(u, V) Xay,(u,v)), F(a(u,v))) dudv = /// div F(z,y, z) dx dy dz.
D(9B) B

Bitte wenden!



s ist OF,  0F, OF
divF ="+ 24+ 2 =2 40+1-20=1.
ox dy 0z
Bezeichnet man mit C' den geraden Kreiszylinder mit Grundfliche £ und

Hoéhe 6, so ergibt sich fiir den Fluss

1 1
@332///1dxdydz:§///1dxdydz:§‘ E -h=3m.
B c m

r2

Alternativ kann das Integral auch direkt bestimmt werden:
In Zylinderkoordinaten

wrp)  [reoste)  [0<r<t
y(rye) | = | rsinp) |, {0 <o <2m,
z2(r, ) z 0<z<rsin(p)+3

mit Jakobideterminante
cos(p) —rsin(p)

0
det | sin(p) rcos(p) O =7
0 0 1

ergibt sich fiir den Fluss

1 27
@332//(3+Tsin(90))rdgpdr
00
1

1

2
= /37“g0 —7r?cos(p)| = 67T/7“d7' = 3.
0

0 0




