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b)

MUSTERLOSUNG ZUR PRUFUNG

3
In(z2 p

)+ In(In(e¥®)) + (In2)* + In (i)

=In(1) — In(z) + In(z) In(z)
=In(z)(In(z) —1) =0
Somit findet man die beiden Loésungen
In(z) =0 & 2;=1
In(z) —1=0 < zy=ce.

Mit
1+l =V +)1—-i)=v2
und
|\/§—4z‘|=\/(\/_—4z')(¢§+4z‘)=m=3¢§
ist
ze's a ] |5 | |2 2] _ J2]?
L+i :'ﬂ—@' TN T ve-m TV s TR

Sei nun w = v/3 + 7. Mit

) . 1 T
lw| = \/(\/§+Z)(\/§—Z) = V4= 2, argw = arctan% = G

und

Bitte wenden!

(9 P)



erhilt man fiir z = 3¢

A 2e'% 3¢ x
arg(|z|3e3’l§0) — arg (66674—72"6) — arg(6e( 6 5))

1
= pa=g (-5 +2%7), k=01

und somit
s 5%

$1 = 5 Y2 = 6

Das entspricht den beiden komplexen Zahlen

™ /Ty 3V3 3
21:3cos<6>—3zsm<g>:——§z

2
5% 5 3v3 3
22—3(:08(6 > +3ZSID< g) :—%_4—52'
2. Mit der Taylor Formel (6 P)
" (k) (e
Pua) =31 k('x )z — o)t
k=0 ’
und ,
fl#) = @+1f -0 =1
M@ = S@ri o 00 =3
O@) = e+1)d 7 0) =3
fO@) = ~3+1) F90) = -2
erhalt man schliesslich
3 3 3
P - 1 e 02 2.3
3() + 2x+ 83: 4830
3 3 1
— < 02 - .3
TR T

Siehe nichstes Blatt!



Der gesuchte Grenzwert ist demnach

iy (S50 3 - gy (i) 1oy

2
1 3 3 1 3
= 1im(—+——|———£—|—o(m2)————)

z—0

. Die Gleichgewichtslosungen von (k) erfiillen (4 P)
F(z)=2%(2*-4)=0

und sind somit 1 =0, 29 = 2 und x3 = —2.
Das Monotonieverhalten der Losungskurven fiir die gegebenen Stellen a = 1 und
a = —1 ergibt sich aus

O<z<2: Fx)<0
—2<z<0: Fx)<0

Um die Stabilitat der Gleichgewichtslagen zu {iberpriifen betrachtet man

F'(z) = 42° — 8z

und somit
F'(x1) = F'(0) =0, = keine Aussage moglich
Fl(as) = F'(2) =32 — 16 = 16 > 0 = instabil

Fl(zs) = F'(=2) = =32+ 16 = —16 <0 = stabil

a) Gesucht ist eine Funktion f: R — R, so dass (11 P)
ad|  C
dx * f(l’*)

Separation der Variablen liefert

a C _ 2.3
%_ﬁ@/\/}df—C/dx@§f =Czx+D

o fx) = (g(C’m + D))g

Bitte wenden!



b)

und aus
, 3 e 3 3
fF) 1= (E(C + 18)) & £1=S(C18) & 1= 027 & F.=C

folgt fiir die gesuchte Funktion

o) = (g <¢%xi 18))2 _ (262 + 27)3

N}
Wi

Die Differentialgleichung
) 2
x(t) = ;m(t) +1Int
ist eine inhomogene, lineare Differentialgleichung erster Ordnung, die zum

Beispiel mittels Variation der Konstanten gelost werden kann.
Die homogene Gleichung

2
() = =t
ist separierbar:
o dx 2
P — -
dt
d 2
& e
T t
d 1
& @ 2 / —dt
x t
& lnz = 2lnt+c=Int*+c¢
= Th (t) — 61nt2+c _ CtQ

Fiir den inhomogenen Teil macht man den Ansatz

Das liefert .
@(t) = C()t* + 2tC(t)

=2tC(t) + Int
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= cit) = v
s Cl) = /lnt~t2dt
{ 0
Int 1
= —— — dt
t +/t2
B Int 1
: e T4
= x(t) = <—n7—z>t2:—tlnt—t

Somit folgt fiir die allgemeine Losung
w(t) = xp(t) + 2:(t) = Ct* + t(=1 — Int)

(18 P)
5. a) (u,v) parametrisieren die Schnittkurve S := F; N F, genau dann, wenn

(fl OfZ)(“?”) = f(a(u> U))

u
uv
=u? +0? — 2uw
= (u—v)?=
= u=0v
Also ist die Schnittkurve gegeben durch
u u
S:o(u,v) = | 02 = | u?
uv ) lu=v u?

Somit sind die gemeinsamen Punkte der Fliachen, die in der Ebene z = 4

liegen
t t 2 -2
SNE_yt— |12 = | ={(4],] 4 |}
t2 ] lt2=4 t2 ] lt=%2 4 4

Oder, ausgehend von den beiden Gleichungen

4
w=4 = u=-
)

WP =8 & v+ 16-82=0

Bitte wenden!



findet man

+ /64 — 64
UQZWZzL & v=42, u=22

und somit die gemeinsamen Punkte

2 -2
.7:1(2, 2) =14], ]:1(—2, —2) = 4
4 4
Alternativ: Setzt man
T =u

y=v" & £ y=v
2 =uv = 2/y
so bekommt man eine Koordinatendarstellung von JFi:
Frig(z,y,2) =xz/y —2=0

Die Schnittkurve erhalt man nun durch

+2\/y = %(1:2 +y)
2> F2r\/y+y=0
und daraus
. +2./y ig/m iy

Eine Parameterdarstellung der Schnittkurve wére also mit x =t aus

=y = y=t

P’ 4y—22 = 22 -22=0 = z=1

t
h(t) = [ ¢
t2
Die gesuchten Schnittpunkte mit der Ebene z = 4 sind somit

+2
4
4

Die Parameterdarstellung der Tangentialebene von

Siehe nichstes Blatt!



am Punkt

2
a(2,2)= |4
4
errechnet sich aus den Tangentialvektoren
da(u,2) L da(2,v) 0
o |,_y 9 ov |, 9
x 2 1 0
yl=14]+h|0] +k|4
z 4 2 2
Die Koordinatengleichung erhélt man nun mittels Elimination der Parame-

ter
r=2+k & h=x-2

y=d4+4k & k=%-1

z =44 2h+ 2k
= 4—|—2(x—2)+2(%—1)—z:0 o drty—2:—4=0.
Die Koordinatengleichung der Tangentialebene von

Foiflr,y,2) =20 +y—22=0

an
2
4
4
ist
Tz —2 2 T — 2 4 Tz —2
<gradf(2,4,4)a y_4 >_< 1 ) y_4 >_< 1 ) y_4 >
z—4 -2 (2.4.4) z—4 -2 z—4

=dr—-2)+(y—4)—2(z—4)=4dr+y—22—4=0

b) Fiir die gesuchte Funktion gilt g(x, z) = z. Somit ist

1

g(z,y) = 5(562 +y).

Die Niveaulinien von ¢ sind diejenigen Kurven in der (z,y)-Ebene, entlang
welchen ¢ konstant ist

g(z,y) =c= %(wQ +y)

& y=2c—2a%

Bitte wenden!



Aus

und

ergibt sich fiir die Richtungsableitung an der Stelle (2, 3) in Richtung G)

pan=((}) 5 1)) = 22

c) Die Fliche ist spiegelsymmetrisch zur y-Achse, weil v? = (—v)2.
Die Fliche ist symmetrisch zur zy-Ebene. (Selbe Begriindung.)
Die Flache ist symmetrisch zur zy-Ebene.

d) i) Aus
R 4% R LR
(u,v) +—  a(u,v) +—  fla(u,v))

wird ersichtlich, dass

h(u,v) = fla(u,v)) = f | v® | =u* +0* — 2w

und somit

dh(u,v) = (? ?) = (2u—2v 2v—2u) € R"?
u v

ii) Dasselbe Resultat erhélt man mit der Kettenregel

da1  dax 1 0
d _ éaauz gaz)z _ 0 2 R3X2
a(u,v) = | 52 G2 | = v| e

a, a.

oo vou

df(:l:,y,z) = (% g—‘g]j %) — (2$ 1 _2) ER1><3

= df(a(u,v)) = (2u 1 -2)

1 0
= dh(u,v) = df (a(u,v))-da(u,v) = (2u 1 =2)-[0 2v | = (2u—2v 20— 2u)
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6. Der Ubergang zu Kugelkoordinaten (4 P)

x = rsindcosy
y =rsindsing

z =rcost

mit Jakobideterminante

sin cosyp rcosvcosyp —rsindsing
det | sindsiny rcosvsingp rsindcosy
cos v —rsin 0

=12 cos® 1) cos? psin ¥ 4 12 sin® ¥ sin? o + 72 sin ¥ sin? o cos? ¥ + r? sin® ¥ cos®
=r? cos® ¥ sin¥(cos® ¢ + sin” @) + r? sin® J(cos®  + sin” ¢)
=r?sin(cos® ¥ + sin” V)

=r?gin

fiihrt zu

Lors 13
/ / / 7° cos ¢ sin @ sin® ¥ cos ¥ didpdr
0o Jo Jo

Lor3 bl
= / / 75 cos psin ¢ / sin® ¥ cos ¥ d¥dpdr
0o Jo 0

Partielle Integration liefert

us
2

by sy 1
I:/2 sin® Ycos ¥ d¥ = sin* ¢ —3/2 sin?¥cosddd=1-3I1<1=-=
0 + T 0 4

0

Und somit

L r3 .5 1,5 r3
/ / — cos sin @ dpdr = / — / cos @ sin ¢ dpdr
o Jo 4 o 4 Jo

Abermals partiell integrieren

us
2

2 1
—/ cos¢singod¢:1—J4:)J:§
0

g
J = / cos wsin ¢ dp = sin®
0 +

T 0

also bleibt

I '
—/ Sdr = irﬁ = i
8 /s 8 |, 1.
7. Der gesuchte Fluss ist (7 P)
CI)]C = //(ﬁ;c, G> do

Bitte wenden!



wobei 7l der nach aussen gerichtete Normalenvektor auf der halben Sphére ist.
Bezeichnen wir mit

B={(r,y,2) e R¥|2*+y*+2>< 1,2 >0}

die obere Halbkugel, so konnen wir den Satz von Gauss wie folgt anwenden:

///dide3x://(ﬁ,G>da://(ﬁ,g,G>d0+//(—€z,G do
B B K i

wobei
0
e,=10
1
Mit OG oG oG
divG = + 24+ 2 =1424+0=3
dy 0z
1st 14
3. _ ot M
///lede 323 2.
Weiter ist

0 x+In(1+ 2)

(€,,G) = < 0], 2y+a222 > =92
1 y2

In Polarkoordinaten, 0 <r <1 und 0 < ¢ < 27,

T =TCosp

Yy =rsing

//(@,G}d ://?J dwdy—//r sin p dy dr
H

findet man

0
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Und somit errechnet sich der gesuchte Fluss aus
//(ﬁ,C,GMa - ///dide3x—//<—€z,G>do: o + % - %”,
K B H

a) F ist ein Potentialfeld, wenn ein Potential V' existiert, so dass F' = grad V.
Ein Potential kann wie folgt bestimmt werden: (11 P)

ov

oy sin(z?)rze™* = V(x,y,2) = sin(2?)e™* + O(x, 2)

ov !

9]
Fra sin(z?)zye™? = sin(z?)rye™? + E(% z)

= C(z,z) =0C(2)

aa—‘x/ = 2x cos(x?)e™* + sin(z?)yze™* + g—i = g(x,y, z)
= g(r,y,2) = e (2xcos(z?) + yzsin(z?)) und C(z)=C
Es gilt F' = grad V fiir V(z,y, 2) = sin(2?)e™* + C mit C € R.

b) i) Eine mogliche Parametrisierung der Schnittellipse ist

cost
y(t) = | sint |, 0<t<2rm
2sint
und mit
—sint sin? ¢
A(t) = cost |, F(y(t)) = | —sintcost
2cost 0

ergibt sich fiir die Arbeit entlang von

A= L Fds = /0 R dt

o sin? ¢ —sint
= / —sintcost | - cost dt
0 0 2cost

2
= / (—sin®t — cos®tsint) dt
0

27
= / — sint(cos® t + sin*t) dt
0

27
= —/ sintdt = cost
0

27
=cos2mr —cos0=1—-1=0.
0

Bitte wenden!



ii) Paramterisiert man die Schnittellipse

E:R?> > R?
U COS VU 0<u<t
(u,v) — a(u,v) = | usinv |, -
Susi 0<v <27
usin v
so findet man
COS v —usinv
a,= | sinv |, a,=| wcosv
2sinv 2u cos v
und somit einen Normalenvektor
0 0
(ay X ay) = | —2u(sin?v + cos?v) | = | —2u
u(sin® v + cos? v) = u
Die Rotation von F' ist
Oy F, — 0,F, 0 0
rot F=|0,F,—0,F., | =1 0 |, rotF(a(u,v))= 0
0. F, — 0, F, —3y —3sinv

und damit folgt mit dem Satz von Stokes fiir die Arbeit

A ﬁFds _ //((au X ay), ot F(a(u, v))) dv du

0

E
1 pon 0

:// —2u | - 0 dvdu =0
o Jo u

—3usinv



