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Musterlösung zur Prüfung

(9 P)

1. a)

ln(x
3
2 ) + ln(ln(e

√
x)) + (lnx)2 + ln

(
1

x3

)
= ln(x

3
2 ) + ln(

√
x) + ln(x) ln(x) + ln(1)− ln(x3)

= ln(x
3
2 ) + ln(x

1
2 ) + ln(x) ln(x)− ln(x3)

= ln

(
x

3
2x

1
2

x3

)
+ ln(x) ln(x)

= ln

(
1

x

)
+ ln(x) ln(x)

= ln(1)− ln(x) + ln(x) ln(x)

= ln(x)(ln(x)− 1) = 0

Somit findet man die beiden Lösungen

ln(x) = 0 ⇔ x1 = 1

ln(x)− 1 = 0 ⇔ x2 = e.

b) Mit

|1 + i| =
√
(1 + i)(1− i) =

√
2

und

|
√
2− 4i| =

√
(
√
2− 4i)(

√
2 + 4i) =

√
18 = 3

√
2

ist ∣∣∣∣ zeiπ61 + i

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ z2√
2− 4i

∣∣∣∣⇔ |z||eiπ6 |
|1 + i|

=
|z|2

|
√
2− 4i|

⇔ |z|√
2
=

|z|2

3
√
2
⇔ |z| = 3.

Sei nun w =
√
3 + i. Mit

|w| =
√

(
√
3 + i)(

√
3− i) =

√
4 = 2, argw = arctan

1√
3
=

π

6

und
i = ei

π
2
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erhält man für z = 3eiφ

arg(|z|3e3iφ) = arg

(
2ei

π
6 3eiφ

ei
π
2

)
= arg(6ei(φ+

π
6
−π

2
))

⇒ φ1,2 =
1

2

(
−π

3
+ 2kπ

)
, k = 0, 1

und somit

φ1 = −π

6
, φ2 =

5π

6
.

Das entspricht den beiden komplexen Zahlen

z1 = 3 cos
(π
6

)
− 3i sin

(π
6

)
=

3
√
3

2
− 3

2
i

z2 = 3 cos

(
5π

6

)
+ 3i sin

(
5π

6

)
= −3

√
3

2
+

3

2
i

2. Mit der Taylor Formel (6 P)

Pn(x) =
n∑

k=0

f (k)(x∗)

k!
(x− x∗)k

und
f(x) = (x+ 1)

3
2 , f(0) = 1

f (1)(x) = 3
2
(x+ 1)

1
2 , f (1)(0) = 3

2

f (2)(x) = 3
4
(x+ 1)−

1
2 , f (2)(0) = 3

4

f (3)(x) = −3
8
(x+ 1)−

3
2 , f (3)(0) = −3

8

erhält man schliesslich

P3(x) = 1 +
3

2
x+

3

8
x2 − 3

48
x3

= 1 +
3

2
x+

3

8
x2 − 1

16
x3.
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Der gesuchte Grenzwert ist demnach

lim
x→0

(
(x+ 1)

3
2

x2
− 1

x2
− 3

2x

)
= lim

x→0

(
1 + 3

2
x+ 3

8
x2 − 1

16
x3 + o(x4)

x2
− 1

x2
− 3

2x

)
= lim

x→0

(
1

x2
+

3

2x
+

3

8
− x

16
+ o(x2)− 1

x2
− 3

2x

)
= lim

x→0

(
3

8
− x

16
+ o(x2)

)
=

3

8

3. Die Gleichgewichtslösungen von (∗) erfüllen (4 P)

F (x) = x2(x2 − 4) = 0

und sind somit x1 = 0, x2 = 2 und x3 = −2.
Das Monotonieverhalten der Lösungskurven für die gegebenen Stellen a = 1 und
a = −1 ergibt sich aus

0 < x < 2 : F (x) < 0

−2 < x < 0 : F (x) < 0

Um die Stabilität der Gleichgewichtslagen zu überprüfen betrachtet man

F ′(x) = 4x3 − 8x

und somit

F ′(x1) = F ′(0) = 0, ⇒ keine Aussage möglich

F ′(x2) = F ′(2) = 32− 16 = 16 > 0 ⇒ instabil

F ′(x3) = F ′(−2) = −32 + 16 = −16 < 0 ⇒ stabil

4. a) Gesucht ist eine Funktion f : R → R, so dass (11 P)

df

dx

∣∣∣∣
x∗

=
C√
f(x∗)

Separation der Variablen liefert

df

dx
=

C√
f

⇔
∫ √

fdf = C

∫
dx ⇔ 2

3
f

3
2 = Cx+D

⇔ f(x) =

(
3

2
(Cx+D)

) 2
3
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Aus

f(0)
!
= 9 =

(
3

2
D

) 2
3

⇔ ±3 =

(
3

2
D

) 1
3

⇔ ±27 =

(
3

2
D

)
⇔ ±18 = D

und aus

f(1)
!
= 1 =

(
3

2
(C ± 18)

) 2
3

⇔ ±1 =
3

2
(C±18) ⇔ ±1 =

3

2
C±27 ⇔ ∓52

3
= C

folgt für die gesuchte Funktion

f(x) =

(
3

2

(
∓52

3
x± 18

)) 2
2

= (∓26x± 27)
2
3 .

b) Die Differentialgleichung

ẋ(t) =
2

t
x(t) + ln t

ist eine inhomogene, lineare Differentialgleichung erster Ordnung, die zum
Beispiel mittels Variation der Konstanten gelöst werden kann.
Die homogene Gleichung

ẋ(t) =
2

t
x(t)

ist separierbar:

⇔ dx

dt
=

2

t
x

⇔ dx

x
=

2

t
dt

⇔
∫

dx

x
= 2

∫
1

t
dt

⇔ lnx = 2 ln t+ c = ln t2 + c

⇔ xh(t) = eln t2+c = Ct2

Für den inhomogenen Teil macht man den Ansatz

x(t) = C(t)t2

Das liefert
ẋ(t) = Ċ(t)t2 + 2tC(t)

= 2tC(t) + ln t
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⇒ Ċ(t) =
ln t

t2

⇔ C(t) =

∫
ln t
↓

· t−2

↑
dt

= − ln t

t
+

∫
1

t2
dt

= − ln t

t
− 1

t

⇒ xi(t) =

(
− ln t

t
− 1

t

)
t2 = −t ln t− t

Somit folgt für die allgemeine Lösung

x(t) = xh(t) + xi(t) = Ct2 + t(−1− ln t)

(18 P)
5. a) (u, v) parametrisieren die Schnittkurve S := F1 ∩ F2 genau dann, wenn

(F1 ◦ F2)(u, v) = f(a(u, v))

= f

 u
v2

uv


= u2 + v2 − 2uv

= (u− v)2 = 0

⇒ u = v

Also ist die Schnittkurve gegeben durch

S : (u, v) 7→

 u
v2

uv

∣∣∣∣
u=v

=

 u
u2

u2


Somit sind die gemeinsamen Punkte der Flächen, die in der Ebene z = 4
liegen

S ∩ Ez=4 t 7→

 t
t2

t2

∣∣∣∣
t2=4

=

 t
t2

t2

∣∣∣∣
t=±2

= {

2
4
4

 ,

−2
4
4

}

Oder, ausgehend von den beiden Gleichungen

uv = 4 ⇒ u =
4

v
u2 + v2 = 8 ⇔ v4 + 16− 8v2 = 0
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findet man

v2 =
8±

√
64− 64

2
= 4 ⇔ v = ±2, u = ±2

und somit die gemeinsamen Punkte

F1(2, 2) =

2
4
4

 , F1(−2,−2) =

−2
4
4


Alternativ: Setzt man

x = u

y = v2 ⇔ ±√
y = v

z = uv = x
√
y

so bekommt man eine Koordinatendarstellung von F1:

F1 : g(x, y, z) = ±x
√
y − z = 0

Die Schnittkurve erhält man nun durch

±x
√
y =

1

2
(x2 + y)

x2 ∓ 2x
√
y + y = 0

und daraus

x =
±2

√
y ±

√
4y − 4y

2
= ±√

y

Eine Parameterdarstellung der Schnittkurve wäre also mit x = t aus

x2 = y ⇒ y = t2

x2 + y − 2z = 2t2 − 2z = 0 ⇒ z = t2

h(t) =

 t
t2

t2


Die gesuchten Schnittpunkte mit der Ebene z = 4 sind somit±2

4
4


Die Parameterdarstellung der Tangentialebene von

F1 : a(u, v) =

 u
v2

uv


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am Punkt

a(2, 2) =

2
4
4


errechnet sich aus den Tangentialvektoren

tu =
∂a(u, 2)

∂u

∣∣∣∣
u=2

=

1
0
2

 , tv =
∂a(2, v)

∂v

∣∣∣∣
v=2

=

0
4
2


zu x

y
z

 =

2
4
4

+ h

1
0
2

+ k

0
4
2


Die Koordinatengleichung erhält man nun mittels Elimination der Parame-
ter

x = 2 + k ⇔ h = x− 2

y = 4 + 4k ⇔ k =
y

4
− 1

z = 4 + 2h+ 2k

⇒ 4 + 2(x− 2) + 2(
y

4
− 1)− z = 0 ⇔ 4x+ y − 2z − 4 = 0.

Die Koordinatengleichung der Tangentialebene von

F2 : f(x, y, z) = x2 + y − 2z = 0

an 2
4
4


ist⟨

grad f(2,4,4),

x− 2
y − 4
z − 4

⟩ =

⟨2x
1
−2


(2,4,4)

,

x− 2
y − 4
z − 4

⟩ =

⟨ 4
1
−2

 ,

x− 2
y − 4
z − 4

⟩
=4(x− 2) + (y − 4)− 2(z − 4) = 4x+ y − 2z − 4 = 0

b) Für die gesuchte Funktion gilt g(x, z) = z. Somit ist

g(x, y) =
1

2
(x2 + y).

Die Niveaulinien von g sind diejenigen Kurven in der (x, y)-Ebene, entlang
welchen g konstant ist

g(x, y) = c =
1

2
(x2 + y)

⇔ y = 2c− x2.
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Aus

grad g(2, 3) =

(
x
1
2

)
(2,3)

=

(
2
1
2

)
und

e⃗ =
1∣∣∣∣(11
)∣∣∣∣
(
1
1

)
=

1√
2

(
1
1

)

ergibt sich für die Richtungsableitung an der Stelle (2, 3) in Richtung

(
1
1

)

De⃗g(2, 3) =

⟨(
2
1
2

)
,
1√
2

(
1
1

)⟩
=

5

2
√
2

c) Die Fläche ist spiegelsymmetrisch zur y-Achse, weil v2 = (−v)2.
Die Fläche ist symmetrisch zur xy-Ebene. (Selbe Begründung.)
Die Fläche ist symmetrisch zur zy-Ebene.

d) i) Aus

R2 a−→ R3 f−→ R

(u, v) 7→ a(u, v) 7→ f(a(u, v))

wird ersichtlich, dass

h(u, v) = f(a(u, v)) = f

 u
v2

uv

 = u2 + v2 − 2uv

und somit

dh(u, v) =

(
∂h

∂u

∂h

∂v

)
=
(
2u− 2v 2v − 2u

)
∈ R1×2

ii) Dasselbe Resultat erhält man mit der Kettenregel

da(u, v) =

∂a1
∂u

∂a1
∂v

∂a2
∂u

∂a2
∂v

∂a3
∂u

∂a3
∂v

 =

1 0
0 2v
v u

 ∈ R3×2

df(x, y, z) =

(
∂f

∂x

∂f

∂y

∂f

∂z

)
=
(
2x 1 −2

)
∈ R1×3

⇒ df(a(u, v)) =
(
2u 1 −2

)
⇒ dh(u, v) = df(a(u, v))·da(u, v) =

(
2u 1 −2

)
·

1 0
0 2v
v u

 =
(
2u− 2v 2v − 2u

)
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6. Der Übergang zu Kugelkoordinaten (4 P)

x = r sinϑ cosφ

y = r sinϑ sinφ

z = r cosϑ

mit Jakobideterminante

det

sinϑ cosφ r cosϑ cosφ −r sinϑ sinφ
sinϑ sinφ r cosϑ sinφ r sinϑ cosφ

cosϑ −r sinϑ 0


=r2 cos2 ϑ cos2 φ sinϑ+ r2 sin3 ϑ sin2 φ+ r2 sinϑ sin2 φ cos2 ϑ+ r2 sin3 ϑ cos2 φ

=r2 cos2 ϑ sinϑ(cos2 φ+ sin2 φ) + r2 sin3 ϑ(cos2 φ+ sin2 φ)

=r2 sinϑ(cos2 ϑ+ sin2 ϑ)

=r2 sinϑ

führt zu ∫ 1

0

∫ π
2

0

∫ π
2

0

r5 cosφ sinφ sin3 ϑ cosϑ dϑdφdr

=

∫ 1

0

∫ π
2

0

r5 cosφ sinφ

∫ π
2

0

sin3 ϑ cosϑ dϑdφdr

Partielle Integration liefert

I =

∫ π
2

0

sin3 ϑ
↓

cosϑ
↑

dϑ = sin4 ϑ

∣∣∣∣π2
0

− 3

∫ π
2

0

sin3 ϑ cosϑ dϑ = 1− 3I ⇔ I =
1

4

Und somit ∫ 1

0

∫ π
2

0

r5

4
cosφ sinφdφdr =

∫ 1

0

r5

4

∫ π
2

0

cosφ sinφdφdr

Abermals partiell integrieren

J =

∫ π
2

0

cosφ
↑

sinφ
↓

dφ = sin2 φ

∣∣∣∣π2
0

−
∫ π

2

0

cosφ sinφdφ = 1− J ⇔ J =
1

2

also bleibt
1

8

∫ 1

0

r5 dr =
1

48
r6
∣∣∣∣1
0

=
1

48
.

7. Der gesuchte Fluss ist (7 P)

ΦK =

∫∫
K

⟨n⃗K, G⟩ dσ

Bitte wenden!



wobei n⃗K der nach aussen gerichtete Normalenvektor auf der halben Sphäre ist.
Bezeichnen wir mit

B = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≤ 1, z ≥ 0}

die obere Halbkugel, so können wir den Satz von Gauss wie folgt anwenden:∫∫∫
B

divGd3x =

∫∫
∂B

⟨n⃗, G⟩ dσ =

∫∫
K

⟨n⃗K, G⟩ dσ +

∫∫
H

⟨−e⃗z, G⟩ dσ

wobei

e⃗z =

0
0
1

 .

Mit

divG =
∂Gx

∂x
+

∂Gy

∂y
+

∂Gz

∂z
= 1 + 2 + 0 = 3

ist ∫∫∫
B

divGd3x = 3
1

2

4π

3
= 2π.

Weiter ist

⟨e⃗z, G⟩ =

⟨0
0
1

 ,

x+ ln(1 + z)
2y + x2z2

y2

⟩ = y2.

In Polarkoordinaten, 0 ≤ r ≤ 1 und 0 ≤ φ ≤ 2π,

x = r cosφ

y = r sinφ

findet man ∫∫
H

⟨e⃗z, G⟩ dσ =

∫∫
H

y2 dx dy =

1∫
0

2π∫
0

r3 sinφdφdr

=

1∫
0

r3

1

2

2π∫
0

1− cos(2φ)

 dφ) dr

=

1∫
0

r3
1

2

(
φ− sin(2φ)

2

∣∣∣∣2π
0

)
dr

= π

1∫
0

r3 dr

= π
1

4
r4
∣∣∣∣1
0

=
π

4
.
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Und somit errechnet sich der gesuchte Fluss aus∫∫
K

⟨n⃗K, G⟩ dσ =

∫∫∫
B

divGd3x−
∫∫
H

⟨−e⃗z, G⟩ dσ = 2π +
π

4
=

9π

4
.

8. a) F ist ein Potentialfeld, wenn ein Potential V existiert, so dass F = gradV .
Ein Potential kann wie folgt bestimmt werden: (11 P)

∂V

∂y
= sin(x2)xzexyz ⇒ V (x, y, z) = sin(x2)exyz + C(x, z)

⇒ ∂V

∂z
= sin(x2)xyexyz

!
= sin(x2)xyexyz +

∂C

∂z
(x, z)

⇒ C(x, z) = C(x)

⇒ ∂V

∂x
= 2x cos(x2)exyz + sin(x2)yzexyz +

∂C

∂x
!
= g(x, y, z)

⇒ g(x, y, z) = exyz(2x cos(x2) + yz sin(x2)) und C(x) = C

Es gilt F = gradV für V (x, y, z) = sin(x2)exyz + C mit C ∈ R.
b) i) Eine mögliche Parametrisierung der Schnittellipse ist

γ(t) =

 cos t
sin t
2 sin t

 , 0 ≤ t ≤ 2π

und mit

γ̇(t) =

− sin t
cos t
2 cos t

 , F (γ(t)) =

 sin2 t
− sin t cos t

0


ergibt sich für die Arbeit entlang von γ

A =

∫
γ

F ds =

∫ 2π

0

F (γ(t))γ̇(t) dt

=

∫ 2π

0

 sin2 t
− sin t cos t

0

 ·

− sin t
cos t
2 cos t

 dt

=

∫ 2π

0

(− sin3 t− cos2 t sin t) dt

=

∫ 2π

0

− sin t(cos2 t+ sin2 t) dt

= −
∫ 2π

0

sin t dt = cos t

∣∣∣∣2π
0

= cos 2π − cos 0 = 1− 1 = 0.
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ii) Paramterisiert man die Schnittellipse

E : R2 → R3

(u, v) 7→ a(u, v) =

 u cos v
u sin v
2u sin v

 ,
0 ≤ u ≤ t

0 ≤ v ≤ 2π

so findet man

au =

 cos v
sin v
2 sin v

 , av =

−u sin v
u cos v
2u cos v


und somit einen Normalenvektor

(au × av) =

 0
−2u(sin2 v + cos2 v)
u(sin2 v + cos2 v) =

 =

 0
−2u
u

 .

Die Rotation von F ist

rotF =

∂yFz − ∂zFy

∂zFx − ∂xFz

∂xFy − ∂yFx

 =

 0
0

−3y

 , rotF (a(u, v)) =

 0
0

−3 sin v


und damit folgt mit dem Satz von Stokes für die Arbeit

A =

∮
γ

F ds =

∫∫
E

⟨(au × av), rotF (a(u, v))⟩ dv du

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

 0
−2u
u

 ·

 0
0

−3u sin v

 dv du = 0


