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o Differentialgleichungen 1. Ordnung
e Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

e Allgemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgleichung
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Ein einfihrendes Beispiel

Wir betrachten einen im luftleeren Raum frei
fallenden Korper.

Wir erinnern an den folgenden Zusammen-
hang zwischen

@ der Weg-Zeit-Funktion s = s(t)
l_é, @ der Geschwindigkeit v = v(t)

@ der Beschleunigung a = a(t)

einer Bewegung:

Erdoberfliche s = 0

v(t) =5(t) und a=v(t)=5(t)
Zum Freien Fall im luftleeren Raum . . . .
Fiir den freien Fall gilt somit:

5(t) =g
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Ein einfihrendes Beispiel

@ Der 1. Integrationsschritt fiihrt zunachst zur
Geschwindigkeits-Zeit-Funktion

v(t) = /a(t)dt = /(—g)dt =—gt+ G

@ Durch nochmalige Integration folgt hieraus die gesuchte
Weg-Zeit-Funktion

s(t) = / v(t)dt = /(—gt + Gi)dt = —%gt2 +Gt+ G

@ Furt=0:
s(0) = Go:  Wegmarke (Héhe) zu Beginn
v(0) = Gi:  Anfangsgeschwindigkeit

Ublicherweise schreibt man dafiir:
s(0)=s und v(0)=w
@ Wir erhalten:

1
s(t) = figt2 + vot + 50
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Definition einer gewohnlichen Differentialgleichung

Definition

Eine Gleichung, in der Ableitungen einer unbekannten Funktion y = y(x) bis
zur n-ten Ordnung auftreten, heisst eine gewdhnliche Differentialgleichung
n-ter Ordnung.

Anmerkung
@ Sie ist daher in der impliziten Form
F(x;y;y"s ...;y(")) =0

oder, falls diese Gleichung nach der hichsten Ableitung y(™ auflésbar ist,

in der expliziten Form
= fxyiyayUY)

darstellbar.
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Definition einer gewohnlichen Differentialgleichung

Beispiele
y' =2x Explizite Dgl 1. Ordnung
x+yy'=0 Implizite Dgl 1. Ordnung
y +y' =0 Implizite Dgl 2. Ordnung
§=—g Explizite Dgl 1. Ordnung
y"" +2y" = cos(x) Implizite Dgl 3. Ordnung

y© —y® 4" — & Implizite Dgl 6. Ordnung
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Definition einer gewohnlichen Differentialgleichung

Definition

Eine Funktion y = y(x) heisst eine Lésung der Differentialgleichung, wenn sie
mit ihren Ableitungen die Differentialgleichung identisch erfiillt.

Wir unterscheiden dabei noch zwischen der allgemeinen Losung und der
speziellen oder partikularen Losung:

@ Die allgemeine Lésung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung enthalt
noch n voreinander unabhingige Parameter (Integrations konstanten).

@ Eine spezielle oder partikulare Losung wird aus der allgemeinen Losung
gewonnen, indem man aufgrund zusatlicher Bedingungen den
n Parametern feste Werte zuweist.
Dies kann beispielweise durch Anfangsbedingungen oder durch
Randbedingungen geschehen.
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Beispiele
@ Die allgemeine Losung der Differentialgleichung 1. Ordnung
y' =2x

enthalten wir durch unbestimmte Integration:
y:/y/~dx:/2x~dx:x2+C (CeR)

@ Die harmonische Schwingung eines elastischen Federpendels |3sst sich
bekanntlich durch eine Sinusfunktion vom Typ

x(t) = A-sin(wot + ¢)

beschreiben.
Wir differenzieren die Funktion x(t) zweimal nach der Zeit und erhalten:

= woA - cos(wot + @)
= —wiA-sin(wot + ¢)

2
= —WpX
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Anfangswert- und Randwertprobleme

@ Bei einem Anfangswertproblem, auch Anfangswertaufgabe genannt,
werden der Losungsfunktion y = y(x) insgesamt n Werte, nédmlich der
Funktionswert sowie die Werte der n — 1 Ableitungen an einer Stelle xo,
vorgeschrieben: y(x0), ¥'(x0).-.., y" *(x0).

@ Wir beziehen sie als Anfangswerte oder Anfangsbedingungen.

@ Sie fiilhren zu n Bestimmungsgleichungen fiir die Parameter C;,C,,...,G,.
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Anfangswert- und Randwertprobleme

Dgl 1. Ordnung: Gesucht ist diejenige spezielle Lésungskurve
der Differentialgleichung die durch
den vorgegebenen Punkt P = (xo, yo) verlauft.

Dgl 2. Ordnung: Gesucht ist diejenige spezielle Losungskurve
der Differentialgleichung die durch
den vorgegebenen Punkt P = (xo, yo) verlauft
und dort die vorgegebene Steigung y’(x0) = m besitzt.
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Anfangswert- und Randwertprobleme

Beispiel
@ Wir I6sen die Anfangswertaufgabe

y ' =2x, y(0)=1:

Allgemeine Lésung: y=[ydx=[2xdx=x>+C
Bestimmung des Parameters: y(0)=1=C=1
Gesuchte spezielle Lésung: y(x)=x*+1

@ Das Anfangswertproblem
X+ wyx =0, x(0)=x0, %=0 (x >0)

beschreibt die hamonische Schwingung eines elastischen Federpendels.
Die allgemeine Losung lautet dann :

x(t) = A-sin(wot + ¢) (A>0;0< ¢ <27)
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Anfangswert- und Randwertprobleme

@ Die Parameter A und ¢ bestimmen wir aus den beiden Anfangswerten wie
folgt:
x(0)=x = A-sin(¢)=x0
%(0)=0 = woAcos(¢)=0

T 37
M {5' 7}
Wegen A > 0 und xp > 0 ist auch sin(¢) > 0.
Der gesuchte Phasenwinkel liegt daher im Intervall 0 < ¢ < .

Es kommt somit niir die Ldsung ¢ = 7/2 in Frage.

Dann folgt A = xo und wir erhalten:

x(t)

Xo - sin(wot + g)

Xo - cos(wot)
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Anfangswert- und Randwertprobleme

@ Bei einem Randwertproblem, auch Randwertaufgabe genannt, werden der
gesuchten speziellen Losung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung an
n verschiedenen Stellen x1, x2, ...,x, der Reihe nach die Funktionswerte
y(x1), y(x2),..., y(xa) vorgeschrieben.

@ Sie werden als Randwerte oder Randbedingungen bezeichnet und fiihren
wiederum zu n Bestimmungsgleichungen fiir die n Parameter G, C,
....Cy der allgemeinen Losung.

@ Fir eine Differentialgleichung 2. Ordnung bedeutet dies: die
Lésungskurve ist so zu bestimmen, dass sie durch zwei vorgegebene
Punkte P1 = (x1;y1) und P> = (x2; y2) verlduft.

@ Es soll jedoch nicht unerwidhnt bleiben, dass nicht jedes Randwertproblem
|osbar ist.

@ In bestimmten Fallen konnen auch mehrere Losungen auftreten.
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Anfangswert- und Randwertprobleme

Beispiel
@ Wir betrachten einen auf zwei Stiitzen ruhenden und durch eine
konstante Streckenlast g gleichmassig belasteten Balken. In der
Festigkeitslehre wird gezeigt, dass die Biegelinie y = y(x) fiir kleine
Durchbiegungen naherungsweise der Differentialgleichung 2. Ordnung
"o 7%
=T
geniigt. Darin bedeuten:
E: Elastizitatmodul (Material Konstante)
I: Flachenmoment des Balkenquerschnitts
Mp:  Biegemoment
Fiir das Biegemoment M, erhalten wir in diesem Belastungsfall

:g(lx—xz) (0<x<)

An den beiden Enden ist die Durchbiegung jeweils Null.
Wir erhalten somit die Randwertaufgabe

y'= L (x—x*) y0)=y()=0 (0<x<1I)zulésen.
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Anfangswert- und Randwertprobleme

@ Wir bestimmen die allgemeine Losung:

9 (L 1o
Y0 =3 <6IX 12" +C1X+C2)

@ Die Integrationskonstanten C; und G, berechnen wir aus den
Randbedingungen wie folgt:

y(0)=0 = G=0

_ R
y(=0 = G=-zI

@ Die Biegelinie lautet somit:

_ 9 ([ 5.3 4,3
y(X)724EI( 2Ix" + x —|—lx)
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Differentialgleichungen 1. Ordnung Geometrische]Betrachtungen

Integration einer Differentialgleichung durch Substitution

Geometrische Betrachtungen

Die Differentialgleichung y’ = f(x; y) besitze die Eigenschaft, dass durch jeden
Punkt des Definitionsbereiches von f(x;y) genau eine Lésungskurve verlaufe.
Po = (x0; ¥0) sei ein solcher Punkt und y = y(x) die durch Py gehende
Losungskurve.

Die Steigung m der Kurventangente in Py kann dann auf zwei verschiedene
Arten berechnet werden:

@ Aus der (als bekannt vorausgesetzten) Funktionsgleichung y = y(x) der
Losungskurve durch Differentiation nach der Variablen x: m = y'(xo);

@ Aus der Differentialgleichung y’ = f(x; y) selbst, indem man in diese
Gleichung die Koordinaten des Punktes Py einsetzt: m = f(xo; yo) -

Es gilt somit

m=y'(x0) = f(x0; y0)
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Differentialgleichungen 1. Ordnung

Geometrische Betrachtungen
Integration einer Differentialgleichung durch Substitution

Differentialgleichungen mit trennbaren Variablen

Eine Differentialgleichung 1. Ordnung vom Typ

y' = f(x)-g(y) oder % = f(x) - g(y) heisst separabel und Iasst sich

durch “Trennung der Variablen” 16sen: % =f(x)dx = / dy / f(x)dx
y

Trennung der Variablen

Eine Differentialgleichung 1. Ordnung vom Typ
y'=f(x) g(y)
|3sst sich schrittweise wie folgt l6sen:
@ Trennung der beiden Variablen.

@ Integration auf beiden Seiten der Gleichung.

© Auflésung der in Form einer impliziten Gleichung vom Typ Fi(y) = F2(x)
vorliegenden allgemeinen Losung nach der Variablen y (falls tiberhaupt

moglich).
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Differentialgleichungen 1. Ordnung Geometrische Betrachtungen

Integration einer Differentialgleichung durch Substitution

Differentialgleichungen mit trennbaren Variablen

Beispiel
@ Die Anfangswertaufgabe
x+yy' =0, y(0)=2

I6sen wir durch Trennung der Variablen.

e Trennung der Variablen:
x+yﬂ:0 = ydy=—xdx
dx
o Integration:

/ydyz/xdx = %y2=—%X2+C

o Allgemeine Lésung der Differentialgleichung:

y?=2C—x*> oder x*+y?>=2C
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Differentialgleichungen 1. Ordnung Geometrische]Betrachtungen

Integration einer Differentialgleichung durch Substitution

Differentialgleichungen mit trennbaren Variablen

@ Dies ist die Gleichung eines Mittelpunktkreises mit dem Radius
R = V2C, falls C > 0 ist.
Fiir C = 0 erhalten wir den Nullpunkt, fiir C < 0 existieren keine
Losungen.

@ Spezielle Lésung fiir y(0) = 2

y(0)=2 = C=2
= x2+y2:4
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Differentialgleichungen 1. Ordnung Geometrische Betrachtungen

Integration einer Differentialgleichung durch Substitution

Integration spezieller Differentialgleichungen 1. Ordnung

durch Substitution

Integration spezieller Differentialgleichungen 1. Ordnung durch Substitution

Differentialgleichungen 1. Ordnung vom Typ
y' = f(ax+ by +c) (Substitution: u = ax -+ by +c)
und

y' = f(%) (Substitution: u =

X I<

)

lassen sich mittels der jeweils in Klammern angegebenen Substitution
schrittweise wie folgt |6sen:

@ Durchfiihrung der Substitution.

@ Integration der neuen Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die
Hilfsfunktion u durch Trennung der Variablen.

© Riicksubstitution und Auflosen der Gleichung nach y.

o’
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Differentialgleichungen 1. Ordnung Geometrische Betrachtungen

Integration einer Differentialgleichung durch Substitution

Integration spezieller Differentialgleichungen 1. Ordnung
durch Substitution

Beispiel

@ Die Differentialgleichung 1. Ordnung
y ="t _142(Y)
X X

ist vom Typ y' = f (f) und l&sst sich daher durch die Substitution u =

Y
wie folgt Iosen:

X

o Substitution:

u=

X |'<

dh. y=xu, y =u+x

y/:1+2(x):>u+xu/:1+2u oder xu'=14u
X
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Differentialgleichungen 1. Ordnung Geometrische Betrachtungen

Integration einer Differentialgleichung durch Substitution

Integration spezieller Differentialgleichungen 1. Ordnung
durch Substitution

@ Integration durch Trennung der Variablen:

x@—l—i-u = du_ _ dx
dx 1+u x
= Inlu+1=In|x|+In|C|

= u+1==Cx

@ Riicksubstitution:
y=xu=x(Cx—1)=C —x

Die allgemeine Loésung der Differentialgleichung y’ = @ besitzt somit
die Gestalt

y=0F—x (CeR)
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Definition einer linearen Differentialgleichungen 1.
Ordnung

Definition
Eine Differentialgleichung 1. Ordnung heisst linear, wenn sie in der Form

Y +f(x)y = g(x)

darstellbar ist.

Anmerkung

@ Die Funktion g(x) wird als Stérfunktion oder Stérglied bezeichnet.

Fehlt das Stérglied, d.h. ist g = 0, so heisst die lineare
Differentialgleichung homogen, sonst inhomogen.
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Definition: lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiel
@ Die folgenden Differentialgleichungen 1. Ordnung sind linear:
y'—xy=0 Homogene Dgl
xy' +2y = & Inhomogene Dgl

y' + tan(x) -y = 2sin(2x)  Inhomogene Dg|

@ Nicht-linear sind folgende Differentialgleichungen 1. Ordnung:
y'=1—y? (y tritt in der 2. Potenz auf)
yy' +x=0 (Die Differentialgleichung enthilt ein Produkt yy’)

Mathematik 1+11, 10. Diff. GI. 24 / 59



Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Integration der homogenen linearen Differentialgleichung

Integration der homogenen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung

Eine homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung vom Typ
Y +f(x)-y=0

wird durch Trennung der Variablen gelost.
Die allgemeine Losung ist dann in der Form

y=C-exp (—/f(x)dx) (CeR)

darstellbar. )
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Beispiele

@ y' + %y =0(x # 0) lasst sich Iosen:

-1 1
y = C~exp</? dx)C-exp(;)

@ y' —2xy =0, y(0) =05 lasst sich Iosen:

y = C-exp(/2xdx)
= C-exp(x2)

= b5.exp (X2) mit y(0) =5
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Integration einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung durch “Variation der Konstanten”

Integration einer inhomogenen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung durch
“Variation der Konstanten”

Eine inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung vom Typ
Y +f(x) y = g(x)

lasst sich durch “ Variation der Konstanten” schrittweise wie folgt Iosen:

@ Integration der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
y' + f(x) -y = 0 durch Trennung der Variablen:

yo = K - exp(— / f(x)dx)
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Integration einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung durch “Variation der Konstanten”

Integration einer inhomogenen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung durch
“Variation der Konstanten’

@ Variation der Konstanten: die Integrationskonstante K wird durch eine
Funktion K(x) ersetzt. Mit dem L8sungsansatz

y = K() - exp(= [ 1(x)a)

geht man dann in die inhomogene lineare Differentialgleichung ein und
erhilt eine einfache Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die

Faktorfunktion K(x), die durch unbestimmte Integration direkt gelSst
werden kann. )
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Integration einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung durch “Variation der Konstanten”

Beispiele

°
v + 2 = cos(x)
x

Wir I6sen zunichst die zugehdrige homogene Differentialgleichung durch
Trennung der Variablen.

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet somit:
1
y = Kexp(— ;dx)

= g (K eR)
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Integration einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung durch “Variation der Konstanten”

@ Die inhomogene Differentialgleichung I6sen wir durch Variation der
Konstante (K — K(x))

KGR KG) x = K()

X x2
Wir erhalten:
LY K'(x) - x—K(x) K(x)
y + x x2 + x2
_ K'()
- X
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Integration einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung durch “Variation der Konstanten”

@ Wir erhalten die Differentialgleichung:
—~ = cos(x)
Durch unbestimmte Integration folgt hieraus:
K(x) = /x - cos(x) dx = cos(x) + xsin(x) + C

Die inhomogene Differentialgleichung besitzt damit die allgemeine Losung

cos(x) + xsin(x) + C
X

K(x) =
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Integration einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung durch “Variation der Konstanten”

@ Beispiel
y =3y =x-e"
Die zugehorige homogene Differentialgleichung
y' =3y =0

wird durch Trennung der Variablen gelost.
lhre allgemeine Losung ist

vo(x) = K-> (KeR)
Die inhomogene Differentialgleichung I6sen wir durch den Ansatz

y = K(x) - e
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Integration einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung durch “Variation der Konstanten”

@ Wir fgen die Termen
y=K(x)-e¥ y(x) = K'(x)e¥ +3- K(x)e™
in die inhomogene Gleichung ein und erhalten:

Y =3y = K(x)e¥ +3K(x)e> — 3K(x)e> = x - e™
K'(x)e¥™ = x-e¥ oder K'(x)=x-¢€"

@ Durch unbestimmte Integration folgt:
K(x)=(x—1)-+C

@ Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung lautet
damit:

y = K(x)-e*
= [(x—1) & +(C] &
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Losungsmenge einer inhomogenen linearen

Differentialgleichung

Losungsmenge einer inhomogenen linearen Differentialgleichung 1. Ordnung

Die allgemeine Ldsung y = y(x) einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung 1. Ordnung

Y +f(x)y =g(x)

ist als Summe aus der allgemeinen Lésung yo = yo(x) der zugehdrigen
homogenen linearen Differentialgleichung

y' +f(x)-y=0

und einer (beliebigen) partikuliren Lésung y, = y,(x) der inhomogenen
linearen Differentialgleichung darstellbar:

y(x) = yp(x) + yo(x)
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Integration einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Integration einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

@ Homogene lineare Differentialgleichung y’ + ay = 0 (a # 0)

Die homogene lineare Differentialgleichung besitzt die allgemeine Losung
w=C-e* (CeR)

@ Inhomogene lineare Differentialgleichung y’ + ay = g(x) (a # 0)

Die inhomogene Differentialgleichung wird entweder durch Variation der
Konstanten oder durch Aufsuchen einer partikuldren Lésung geldst.
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Losungansatz fiir eine partikulare Losung y,(x)

Loésungansatz fiir eine partikuldre Lésung y,

Storfunktion g(x) Ldsungsansatz y,(x)

Konstante Funktion Konstante Funktion y, = co, co € R

Polynomfunktion vom Grade n

Polynom vom Grade n bl = Gt o s

Parameter: cop,ci..., Cn

Mathematik 1+11, 10. Diff. Gl. 36 / 59



Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Losungansatz fiir eine partikulare Losung y,(x)

Losungansatz fiir eine partikuldre Lésung yp(x)

Storfunktion g(x) Lésungsansatz y,(x)
¥o(x) = G -sin(wx) + G - cos(wx)
oder

g(x) = A - sin(wx) + B - cos(wx) vo(x) = C-sin(wx+ ¢)

Parameter: G, &; bzw. C, ¢

C - exp(bx) b# —a
g(x) = A- exp(bx) yo(x) = {

Cx - exp(bx) b= —a

Parameter: C
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Integration einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Beispiel
(*]
y' +5y = —26-sin(x), y(0)=0
Allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung y’ + 5y = 0:
yo=C-e> (CeR)
Eine partikulare Losung fiir die inhomogene Differentialgleichung ist
yp = Ci - sin(x) + G - cos(x)
Bestimmung der Parameter C; und G;:

yp = G- cos(x) — G - sin(x)
Yo+ 5y» = —26 - sin(x)
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

@ Ordnen der Glieder:
(5CG — @) -sin(x) + (G + 5C) - cos(x) = —26 - sin(x) + 0 - cos(x)

Koeffizientenvergleich fiihrt zu dem linearen Gleichungssystem

5G, — G =-26
CGi+5G=0
Es folgt dann
G =1
G = -5

Die partikuldre Losung ist damit eindeutig bestimmt:

¥p(x) = =5 - sin(x) + cos(x)
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

@ Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung lautet
somit:

5x

y=yo+y,=C-e 7 —5-sin(x) +cos(x) (CeR)
Den Parameter C berechnen wir wie folgt aus dem Anfangswert y(0) = 0:
y(0)=0=>C+1=0=>C=-1

Die Anfangswertaufgabe besitzt demnach die Lésung

Y =yo+y,=—e > —5-sin(x) + cos(x)
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Definition einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung

mit konstanten Koeffizienten

Definition

Eine Differentialgleichung vom Typ
Y +ay' + by = g(x)

heisst eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten (a, b € R).

Anmerkungen

@ Kennzeichen einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung sind:

o y, y und y” treten linear, d.h. in der 1. Potenz auf.
o “Gemischte Produkte” wie yy’,yy’’ und y’y" sind in der
Differentialgleichung nicht enthalten.
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung Definition einer linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung

Definition einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Beispiele

@ Die folgenden Differentialgleichungen 2. Ordnung sind linear und besitzen
konstante Koeffizienten:
y+y”’ =0 Homogene Dgl
y" +2y =3y =2x—4 Inhomogene Dgl
2y" — 4y’ +20y = cos(x) Inhomogene Dgl

@ Die Differentialgleichungen 2. Ordnung
y// + Xy/ +y= 0 und X3y” + X2y/ —xy = P

sind zwar linear, besitzen jedoch nicht-konstante Koeffizienten.
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Allgemeine Eigenschaften der homogenen linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten

Koeffizienten

Allgemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgleichung 2.
Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Eine homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten vom Typ

y"+ay'+by=0
besitzt folgende Eigenschaften:

@ Ist yi(x) eine Losung der Differentialgleichung, so ist auch die mit einer
beliebigen Konstanten C multiplizierte Funktion

y(x) = C-y(x)

eine Losung der Differentialgleichung (C € R).

<
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Allgemeine Eigenschaften der homogenen linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten

Koeffizienten

Allgemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgleichung 2
Ordnung mit konstanten Koeffizienten

@ Sind yi(x) und y»(x) zwei Lésungen der Differentialgleichung, so ist auch
die aus ihnen gebildete Linearkombination

y(x) =G -y(x) + G- ya(x)
eine Losung der Differentialgleichung (G, & € R)

@ Ist y(x) = u(x) +j - v(x) eine komplexwertige Lésung der
Differentialgleichung, so sind auch Realteil u(x) und Imaginarteil v(x)
Loésungen der Gleichung.
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Allgemeine Eigenschaften der homogenen linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung

Beispiel
@ Gegeben ist die sog. Schwingungsgleichung
y'+w’y =0
Partikulare Losungen sind u.a:
y1 =sin(wx) und y» = cos(wx)
Fir y1 = sin(wx):
vi' = (w-cos(wx)) = —w? -sin(wx) = y{ +w’-y1=0

Damit sind auch die folgenden Funktionen Losungen der
Schwingungsgleichung y"” + w?y = 0:

y = G -sin(wx) + G - cos(wx) (C1, & € R)

Mathematik 1+11, 10. Diff. Gl. 45 / 59



Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Definition

Zwei Losungen y1 = y1(x) und y> = y»(x) einer homogenen linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten vom Typ

yll+ay/+by:0

werden als Basisfunktionen oder Basislosungen der Differentialgleichung
bezeichnet, wenn die mit ihnen gebildete sog. Wronski-Determinante

o= 765 55

von Null verschieden ist.

Anmerkung

@ Zwei Basisldsungen yi1(x) und y»2(x) der homogenen Differentialgleichung
werden auch als linear unabhangige Losungen bezeichnet, d.h.

Clyl(X) + C2y2(x) =0 = G=G=0
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Losungsmenge einer homog. lin. Differentialgleichung
2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

Losungsmenge einer homog. lin. Differentialgleichung 2. Ordnung mit konst.
Koeffizienten

Die allgemeine Lésung y = y(x) einer homogenen linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten vom Typ

y'+ay +by=0

ist als Linearkombination zweier linear unabhangiger Losungen (Basislésungen)
y1 = y1(x) und y> = y»(x) in der Form

y(x) = G yi(x) + G - ya(x)
darstellbar (G, G € R).
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Losungsmenge einer homog. lin. Differentialgleichung
2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

Beispiel
@ Die Schwingungsgleichung y" + w?y = 0 hat u.a. die Lésungen
y1(x) =sin(wx) und y»(x) = cos(wx)

Sie bilden eine Fundamentalbasis der Differentialgleichung, da ihre
Wronski-Determinante einen von Null verschiedenen Wert besitzt:

. _ | nx) y(x)
W(yiy2) = ' yi(x)  ya(x) ‘
cos(wx) sin(wx)

- ' —wsin(x) wcos(wx) ‘
w - cos®(wx) + w - sin®(wx)

= W
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Losungsmenge einer homog. lin. Differentialgleichung
2. Ordnung mit konst. Koeffizienten

@ Die allgemeine Losung der Schwingungsgleichung y" + w?y = 0 ist daher
darstellbar in der Form

y(x) = G-yi(x)+ G- ya(x)
= G - cos(wx)+ G - sin(wx)
@ Die homogene Differentialgleichung y’ — 4y’ — by = 0 besitzt u.a. die
Lésungen

> und yp(x) =€

nx)=e
Sie bilden eine Fundamentalbasis der Differentialgleichung:

e e
W(yl'yZ) = 5€5X _e ¥

4
= —6e

‘ 5x —X
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Integration einer homogenen linearen Differentialgleichung
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Integration einer homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Mit dem Ldsungansatz y = e~ lasst sich eine Fundamentalbasis y1,y» der
homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten vom Typ

y"+ay'+by:0

gewinnen.
Die Basislosungen hangen dabei noch von der Art der Losungen A1, A2 der
zugehorigen charakteristischen Gleichung

N+a\+b=0

ab, wobei die folgenden Fille zu unterscheiden sind (G, & € R):
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Integration einer homogenen linearen Differentialgleichung
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Integration einer homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

@ Fall \; # X2 (reell)
Fundamentalbasis: y1 = exp(A1x), y2 = exp(Aa2x)
Allgemeine Lésung: y = G - exp(Aix) + G - exp(Aax)
@ Fall A1 = X2 = ¢ (reell)
Fundamentalbasis:  y1 = exp(cx), y2 = x - exp(cx)
Allgemeine Lésung: y = G - exp(cx) + G - x - exp(ex)

@ Fall \;/; = a £ jw (konjugiert komplex)

Fundamentalbasis:  y1 = exp(ax) - sin(wx), y» = exp(ax) - cos(wx)
Allgemeine Lésung: y = exp(ax) [Gi - sin(wx) + G - cos(wx)]
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Beweis:
@ Sei A e C. Mit
y = eAx’ y'(x) _ Ae)\x, y"(x) — )\2 . e>\x

gehen wir in die Differentialgleichung ein und erhalten die folgende
quadratische Bestimmungsgleichung fiir den Parameter \:

y" +ay’ + by = M exp(Ax) + aX - exp(Ax) + b - exp(Ax) = 0
(N4 aX\+b)- e =0, Vexp(\x)
(N +a\+b)=0

Sie wird als charakteristische Gleichung der homogenen Gleichung
y" + ay’ + by = 0 bezeichnet und besitzt die Ldsungen

a2 —a++va2—4b

a
Mp=—g k[T -b= >
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Losungsmenge einer inhomogenen linearen

Differentialgleichung 2. Ordnung

Lésungsmenge einer inhomogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Die allgemeine Lésung y = y(x) einer inhomogenen linearen
Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten vom Typ

y" +ay’ + by = g(x)

ist als Summe aus der allgemeinen Ldsung yo = yo(x) der zugehdrigen
homogenen linearen Differentialgleichung

y"+ay'+by=0

und einer (beliebigen) partikuliren Lésung y, = y,(x) der inhomogenen
linearen Differentialgleichung darstellbar:

Y(x) = yp(x) + yo(x)

v
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Losungansatz fiir eine partikulare Losung y,(x)

Losungansatz fiir eine partikuldre Lésung y,(x)

Storfunktion g(x) Lésungsansatz y,(x)

) On(x) b#0
Polynomfunktion vom |\ —{ x.Q.(x) fiir b=0,a#0
Grade n X2+ Qn(x) b=0,a=0

g(x) = Pa(x) On(x): Polynom vom Grade n
Parameter:  Koeffizienten des
Polynoms Q,(x)
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Losungansatz fiir eine partikulare Losung y,(x)

Losungansatz fiir eine partikuldre Lésung yp(x)

Storfunktion g(x) Lésungsansatz y,(x)

@ c ist keine Losung der
charakteristischen Gleichung:

}’P:A'ecx

Exponentialfunktion @ c ist eine einfache Losung der

charakteristischen Gleichung:
. x
glx)=e yp = Ax - e
Parameter: A

@ c ist eine doppelte Losung der
charakteristischen Gleichung:

2
Yp = Ax” - e

S ], S .-t D - ---- - - - -  ----t’inopb.rscpo
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Losungansatz fiir eine partikulare Losung y,(x)

Lésungansatz fiir eine partikuldre Ldsung yp(x)

Storfunktion g(x) Losungsansatz y,(x)

inusfunkti o . .. e
S o0 jB ist keine Losung der charakteristischen

Gleichung:
g(x) = sin(8x) ¥p = A-sin(8x) + B - cos(Bx)
oder Kosinusfunktion
oder
g(x) = cos(Bx) yp = C -sin(Bx + ¢)

oder eine Linearkombination

s (B el () Parameter: A, B oder C, ¢

Mathematik 1+11, 10. Diff. Gl. 56 / 59



Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Losungansatz fiir eine partikulare Losung y,(x)

Lésungansatz fiir eine partikuldre Ldsung yp(x)

Storfunktion g(x) Losungsansatz y,(x)

inusfunkti e . .
S o0 jB ist eine Losung der charakteristischen Gle-

ichung:
g(x) = sin(5x) Yo = x[A-sin(Bx) + B - cos(5x)]
oder Kosinusfunktion
oder
g(x) = cos(f3x) Yo = Cx -sin(Bx + ¢)

oder eine Linearkombination

s (B el () Parameter: A, B oder C, ¢
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Losungansatz fiir eine partikulare Losung y,(x)

Losungansatz fiir eine partikuldre Lésung y,(x)

Storfunktion g(x) Ldsungsansatz y,(x)

c+jB ist keine Losung der charakteristischen

g(x) = Py - €™ -sin(Bx) Gleichung:

oder Yp = €7 [Qn - sin(Bx) + R - cos(Bx)]

g(x) = Py - ™ - cos(px) Qn, Ry: Polynom vom Grade n

(P, Polynomfunktion vom Paga;geter: Koeffizienten der Polynome Q,
und R,

Grade n)
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Aligemeine Eigenschaften der homogenen linearen Differentialgle

Losungansatz fiir eine partikulare Losung y,(x)

Losungansatz fiir eine partikuldre Lésung y,(x)

Storfunktion g(x) Ldsungsansatz y,(x)

o . ¢+ jp ist eine Losung der charakteristischen
g(x) = Py - e™ - sin(Bx) Gleichung:

oder Yp = x - €7 [Q - sin(Bx) + R, - cos(Bx)]

g(x) = Py - ™ - cos(px) Qn, Ry: Polynom vom Grade n

(P, Polynomfunktion vom Parameter: Koeffizienten der Polynome Q,

Grade n) lind F,
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