D-ERDW, D-HEST, D-USYS Mathematik 11 FS 13
Dr. Ana Cannas da Silva

1.

Musterlosungen zu Serie 3

a) Essei ¢(z,y) = 22 + y* — 1. An einer Extremstelle (z,y) gelten

fo(z,y) — Apu(z,y) =y —2Xz =0,
fo(z,y) = Apy(x,y) =2 —2My =0,
plz,y) =2 +y* —1=0.

Damit folgt
1 =2+ = 4\%7 + 40227 = 402 (27 + %) = 402,

_ 41 o _ 41
also A = &5 und damit v = +y = :|:7§.

Die moglichen Extremstellen sind also

( 1 1 ) ( 1 1 ) ( 1 1 > ( 1 1 )
Dass es sich dabei tatsdchlich um Extremstellen handelt, folgt leicht mit dem
Extremwertsatz fiir stetige Funktionen (Vorlesung): der Einheitskreis ¢(x,y) = 0
um den Ursprung ist offenbar beschriinkt und abgeschlossen, also nimmt f dort

sowohl ein Minimum als auch ein Maximum an. Fiir die Stellen, in denen diese
Extrema angenommen werden kommen aber nur die obigen Kandidaten in Frage.

Also nimmt f unter der Nebenbedingung ¢ = 0

e das Maximum % in den Punkten (\/Lﬁ, \%) und (_\/Li’ —\%) und

e das Minimum —% in den Punkten <—\/i§, \%) und (\%, —\%) an.

Alternativ folgt dies auch direkt aus der elementaren Ungleichung zwischen geo-
metrischem und arithmetischem Mittel: Wegen

2+t = (v —y)? + 22y > 2xy
gilt zy < T fiir 2,y > 0 mit Gleichheit nur fiir z = y. Allgemein gilt

Tt
n

”xlxn<

fiir beliebige z1, . .., x, > 0 mit Gleichheit nur fiir z; = - - - = x,,.

Bitte wenden!



b)

Als weitere Alternative konnen wir auch die Funktionen
hyi(z) =2v1—2? und h_(z) = —zv1—2?
auf (—1, 1) betrachten. Wegen

227 — 1 W () = F 3z - 3
N T) =

V1 — 12 = V1—a2 (1—:52)%
1

V2
und ihr Minimum bei

Wo(z) = F

nimmt die Funktion A, ihr Maximum bei und ihr Minimum bei —\/iﬁ, die
1 1
V2 V2

Eine weitere Alternative besteht darin, den Einheitskreis, z.B. durch

Funktion A_ ihr Maximum bei — an.

vi0:21] S R2 e A(f) = (COSt)

sint
zu parametrisieren. Nach der Kettenregel gilt dann

d
- f0(0) = —sin?t + cos®t = 2cos?t — 1

d2
o (v(t)) = —4sint cost.

m 3 5w Im

Die Komposition f o~ besitzt also die kritischen Punkte T 1 1 7 und nimmt
im ersten und dritten ein Maximum, im zweiten und vierten ein Minimum an.

Es sei o(z,y,2) = 2% + y* + 2* — 3. An einer Extremstelle (z,y, 2) gelten

9o (T,Y, 2) — Moo (2,y, 2) = yz — 2Ax = 0,
9y(2,y,2) — Aoy (2, y, 2) = 22 — 2\y = 0,
gz(x7y7z> - AS%(%?JJ) =Y — 2z = 07

o(r,y) =2 +y* + 22 -3 =0.

Multiplizieren wir die ersten drei Gleichungen mit z, y bzw. z, so folgt
ryz = 22z = 2y = 2)\22
Damit erhalten wir A(z? — y?) = A\(z? — 22) = A(y* — 2%) = 0, also

1
=y ==z ) 5
denn wegen

3ryz = 2\ (x2 + 9+ 22) =6\

erhalten wir fiir A\ = 0 sicher keine globalen Extremstellen.

Siehe nachstes Blatt!



Die mglichen Extremstellen sind also

(1,1,1), (1,1,-1), (1,-1,1), (1,-1,-1),

(-1,1,1), (-1,1,-1), (-1,-1,1), (-1,-1,—-1).
Dass es sich um Extremstellen handelt, folgt analog zu a): die Sphire um den
Ursprung mit Radius /3 ist beschrinkt und abgeschlossen, so dass ¢ dort so-

wohl ein Minimum als auch ein Maximum annimmt. Als mdgliche Extremstellen
kommen aber nur die obigen Kandidaten in Frage, also nimmt g auf ¢ = 0

e das Maximum 1 in den Punkten (1, 4+1,+1) und (-1, +1, F1) und
e das Minimum —1 in den Punkten (1,+1,F1) und (—1,+1,+1) an.

Alternativ konnen wir auch die Funktionen
hy =xy\/3 — 22 — 9y und h_ =xy\/3 — 22— 92
auf { (x,y) | z* + y* < 3} betrachten. Wegen

Ohy  (3—22—y?)y 8hi_i(3—x2—2y2)x
or 3222 N

Ay V3 —a?—y?

besitzt diese, vom Ursprung abgesehen, die kritischen Punkte

(1,1), (1,-1), (—=1,1) und (—1,-1),
und man sieht leicht ein, dass es sich jeweils um Extrema handelt.
Es seien

ox,y,z) =x+y+2z-—>5 und
v(x,y,2) =2y +az+yz—8

An einer Extremstelle (x, y, z) gelten

92(2,Y, 2) = Mpa(@,y, 2) — e (@, 9, 2) =yz — A — py + 2) =0,
gy(x,y, 2) — Moy (2,9, 2) — ppy(x,y,2) =22 — X — p(x+ 2) =0,
9:(x,y,2) = Ap=(2,y,2) — /wz(x,y, z)=zy—A—plx+y) =0,
olr,y,2)=x+y+2z—-5=0,

U(z,y,2) =zy+axz+yz—8=0.

Durch Summieren der ersten drei Gleichungen folgt zunéchst, dass wegen
O=ay+zz+yz—32—2u(x+y+2)=8—3\— 10y,

wenigstens eine der Zahlen A und p von 0 verschieden ist.

Bitte wenden!



Multiplizieren wir die ersten drei Gleichungen mit x, y bzw. z, so folgt
zyz = Ax + p(ey — xz) = My + p(zy +yz) = Az + p(xz — yz)
und daraus wiederum

0=Ay—2)+plyz —xz) = (A + pz)(y — ),
0=Az—2)+p(zy —ay) = (A + py)(z — ),
0=z —y)+plzz —yz) = (A + px)(z — y).

Dabei kann nicht x = y = z gelten, dasonst x = y = 2z = g wire, was der
Nebenbedingung ) (z, y, z) = 0 widerspricht. Angenommen

e r =y,dannist x =y = —\/p und es gilt

z2=05—-2x und 2%+ 2z(5 — 27) = 8,

also o = 10£ v21.§0—96 = 106i2, dh.z =2oderzx = %, und damit

4 47
=(2,2,1 d = (= ==
e =221 o )= (507).
e r # y,dannist z = —\/p und es gilt
x entweder y = 2, also x = 5 — 2y und y* + 2y(5 — 2y) = 8 und damit

7 4 4
=(1,2,2 d ===, -
(x7y72) ( ) ) ) O er ('r7y72) (37373)7

x oder z = z,alsoy = 5 — 2z und 2% + 22(5 — 2z) = 8 und damit

474
=(2,1,2 d —(2.L2),
(x7y7z) ( Y Y ) oder (x7y7z) (37373)

Dabei handelt es sich jeweils tatsdachlich um Extrema, denn wegen
Pyt =ty +2)? 2@y trrtyz)=25-16=9,

liegen alle in Betracht kommenden Punkte auf dem Schnittkreis der Sphire um
den Ursprung mit Radius 3 mit der Ebene x + y + z = 5. Dieser ist beschrinkt
und abgeschlossen, so dass g dort nach dem Extremwertsatz

e das Maximum % in den Punkten

7 4 4 4 7 4 4 47
S5 ara |0 S5 arg | und a9 orao |
(3 3 3) <3 3 3) (3 3 3)

e das Minimum 4 in den Punkten (1,2, 2), (2,1,2) und (2,2, 1) annimmt.

Siehe nachstes Blatt!



2.

a)

b)

Da die Menge A beschriankt und abgeschlossen ist, nimmt f auf A einen grossten
und einen kleinsten Wert an. Fiir kritische Punkte (z, y) im Innern von A gilt

0= fl’(xvy> =2r—2= fy(xvy) = _2y+4)

alsoxr = 1und y = 2. Wegen f,, = —f,, = 2 und f,, = 0 handelt es sich bei
dem kritischen Punkt (1, 2) um einen Sattelpunkt.

Die Einschriankung der Funktion f auf die z-Achse
f(z,0) = 2> — 22 = x(x — 2), —2<z<2,

nimmt an den beiden Randpunkten (—2,0) und (2,0) die Maxima 8 und 0, im
Punkt (1, 0) das Minimum —1 an. Die Einschrinkung auf die Gerade = = 2

fy)=-y+dy=y(d-y), 0<y<4

nimmt an den Randpunkten (2, 0) und (2, 4) das Minimum 0, im Punkt (2, 2) das
Maximum 4 an. Die Einschriankung auf die Gerade y = x + 2,

flz,x+2)=4— 2z, —2<x<2,

nimmt keine inneren Extrema an.

Also nimmt f auf dem Bereich A

e das globale Maximum 8 im Punkt (—2,0) und
e das globale Minimum —1 im Punkt (1,0) an.

Da die Menge B beschrinkt und abgeschlossen ist, nimmt g auf B einen grossten
und einen kleinsten Wert an. Fiir kritische Punkte (x, y) im Innern von B miissten

0 = g.(z,y) = cosx cosy,

0=gy(z,y) = —sinzsiny

gelten. Wegen 0 < z,y, x + y < 7 gibt es also keine solchen Punkte.

Da ferner die Funktion ¢ auf B nicht negativ ist und die Einschrinkungen von g
auf die z- und die y-Achse verschwinden, so nimmt sie dort ihr globales Mini-
mum und ihr globales Maximum auf dem Geradenstick y =7 — 2,0 < z < 7,
an. Die Einschrinkung auf dieses ist durch

o(z) = g(x, 7 — ) = sinxsin(r — x) = sin’z, 0<z<m,
gegeben und besitzt wegen
¢'(x) = sin(2z) und  ¢"(x) = 2cos(2x)

. . . T
ein Maximum bei z = 5

Bitte wenden!



Die Funktion g nimmat also auf dem Bereich B

e das globale Maximum 1 im Punkt (g, g) und

e das globale Minimum O in denjenigen Punkten des Randes an, die auf (we-
nigstens) einer der Koordinatenachsen liegen (d.h. fiir die zy = 0 gilt).

3. a) Esgilt b) Es gilt

2
// eV dx dy // v dx dy
Q ol+y?
:// ¢ ¥ dr dy :// 2
Q
1 1
—/ / e’ e’ dx dy =
0o Jo
1 1
:/ exdx/ e’ dy -
0 0 3

" dx dy

xda:

1+y

arctan y|. =0

=0
€ |i=o ey’;:o R
— (e —1). 34 12
¢) Es gilt
// dxdy—// —————dxdy
(z+y+1 x+y+1
1
= _ dy = —d
/Ox—l—y—i—l _ Y 0 /y+1 Y
= In(y + 2)\ — In(y + 1)\ ln 1

d) Hier ist es vorteilhaft, zuerst nach y zu integrieren:

dxdy—/ / dy dx
// Lﬁﬂ+y3ﬂ 1+x%u/w2

/ V14 N y?
Fiir ¢ > 0 erhalten wir mit der Substitution © = = + va + 22

1+V“+1du__1n].+\/a+—1

/1d_x_ du
o vVa-+ 2 Ja u Va

Siehe nachstes Blatt!



Damit folgt

1 1
Y 1 / 1
dx dy = dx — dx
//Q(l+x2+y2)3/2 o /0 V1+ a2 0o V2+a?

= n(1+\/§>—ln1+\/§—ln2+\/§

V2 143

a) Es gilt (vgl. Figur)

// o do dy

b) Es gilt (vgl. Figur)
// (2% +y) dz dy
B

Loy
:/ / (2% +y) dz dy

0 Jy?

1 /.3 VY

-] G)

Bitte wenden!



¢) Es gilt (vgl. Figur)
2
/ x—dedy
cY
2 T .2
x
:/ / — dydx
1 J1 Y
2 2%
:/ - dz
1 Yly=1
2
—/ (2% — 2)dx
1
[t 2 2
S\4 2
d) Es gilt (vgl. Figur)

// cos(z +y) dr dy
D
:/ / cos(x +y) dy dx
0 T

:/ sin(z + y)l,_, dz

0

r=1

(—sinz —sin(2x)) dz

cos(22x)) g

S—

cosx +
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