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Musterlosungen zu Serie 4

1. a) Die Integrationsgebiete sehen wie folgt aus:

Das Integrationsgebiet in i) Das Integrationsgebiet in ii)
A
y=1
1 1
T =3y r=3
y=a?
| 1 2 3 1 B
Das Integrationsgebiet in iii) Das Integrationsgebiet in iv)

b) i) Es gilt (vgl. die Skizze in a))

{(z,y) e R?|0<y <2 ¢* <z <42y}
={(z,y) e R?|0<z <8, 22/32<y< ¥z},

2 42y 8 ¥z
und damit / / flz,y)dxdy = / / f(x,y) dy dx.
0 Jy3 0 Jx2/32

Bitte wenden!



ii) Es gilt (vgl. die Skizze in a))
{(z,y) eR?| —1<2<2 —2<y<2-—2°}
={(r,y) eR*| -2<y<1,-y<z<\2-y}
U{(z,y) eER}1<y<2 —\2—y<a<+2-y}

und damit

27

/ (x,y) dz dy
V2—y
=/ / 9(x,y) dz dy.

2 2—22

2
// xydydx—// :rydxdy—l—/
1

-1 —=z

iii) Es gilt (vgl. die Skizze in a))

{(z,y) eR*|0<y<1,3y<z<y}
={(2,y) €R?*|0<2<3,0<y<z/3},

1 r3 ) 3 rx/3 )
und damit / / e’ drdy = / / e’ dydzx.
0 J3y o Jo

iv) Es gilt (vgl. die Skizze in a))

{(z,y) eR*|0<z <1 2*<y<1}
={(z,y) eR?|0<y<1,0<z<y}

1 1 1 vy
und damit / / 3 siny® dy de = / / 23 siny® dx dy.
0 Ja2 0o Jo

¢) i) Wir integrieren zuerst iiber y. Nach b) gilt

BI 2
// dmdy—// dyd:c—/ —e* dx
3y 0 3
——/ 2ze” dx—leIQ
6 J, 6

Bemerkung: Der Integrand x — e besitzt keine Stammfunktion, die sich
mithilfe von elemetaren Funktionen darsellen lidsst. Wollten wir zunichst
nach z integrieren, so miissten wir das resultierende Integral durch die Gauss-
sche Fehlerfunktion (vgl. Serie 6 vom HS 12) darstellen. Die nachtrégliche
Integration nach y gestaltete sich dann entsprechend umsténdlich.

Siehe nichstes Blatt!



il) Wir integrieren zuerst iiber x. Nach b) gilt

1yt 1 rvT
//x3siny3dydx:// 23 siny® dx dy
0 Ja2 o Jo

N

1
:/ — sinygdy:—/ 3y? siny® dy
o 41 0

12
1 1 1
=1 (—Cosy?’)‘o =1 (1 —cosl)

Bemerkung: Auch hier ist die urspriingliche Integrationsreihenfolge unan-
gezeigt, da der Integrand y — siny?> keine Stammfunktion besitzt, die sich
mithilfe von elemetaren Funktionen darsellen lésst.

a) Esist
A={(r,y) e R*|2* +y* <4}
={(rcosp,rsing) € R*|0<r<2,0< ¢ <21}

In Polarkoordinaten ergibt sich daher

27 2
//(1—2x—3y)dxdy:/ /(1—2Tcosg0—3rsingo)rdrdgp
A o Jo

/27r 3r2 — 4r3cosp — 613 sin |
dg
0 6 r=0

27 16 27 2T
:2/ dgp——/ coscpdap—8/ sinpdp =4m.
0 3 Jo 0

B={(z,y) eR*|a"+y* <1, 2,y >0}
={(rcosg,rsing) e R?[0<r<1,0<p<7/2}.

b) Esist

In Polarkoordinaten ergibt sich daher

24,21 2 ! 2_q ™ 1 2_q
//emﬂ’_dxdy:/ /e”‘rdrdgpz—/ e” " rdr
B o Jo 2 Jo

1

_7r1—1/e_7r1 1
2 2 4 e)’

0
C={(z,y) eR*[1 <2+ <9, 2,y>0}
:{(rcosgo,rsingo)G]R2|1§7"§3,0§<p§7r/2}

2_
e’ 1

2

m
2

¢) Esist

analog zu b).

Bitte wenden!



In Polarkoordinaten ergibt sich daher

w/2
// : dxdy—/ / r? cosgosmgprdrdcp
(x +y

/2
—2/ cos psingpdy = _COSZ9O|Z=20:1
0

d) Es ist (wegen - 5= tan T und V3 = tan 2)

D={(z,y) eR*[1<2®+y* <9, 2/V3<y<V3a}
={(rcosp,rsing) € R?|1<r <3, 71/6<p<n/3}.

In Polarkoordinaten ergibt sich daher

// arctan Y dx dy = // arctan tan ¢ dx dy
7r/3 /3 3
/ / ordrdp = / cpd(p/ rdr
1

/3 2 2

i on,
6

2

2
5

w/6

a) In Zylinderkoordinaten sind die beiden Paraboloide durch

2 =7’ und z2=8—r

2
gegeben. Wegen
P=8—r’=z2 1r>0 = r=2 z=4

schneiden sie sich in einem Kreis mit Radius 2 in der Ebene z = 4. Das von den
beiden Paraboloiden begrenzte endliche Volumen ist demnach

8—r2 2w 2 21 2
/ / / rdrdgodz:/ / (8—2r2)rdrdcp
r2 o Jo o Jo
9 2
=27 (47"2 1 7“4>

0

— 27 (16 — 8) = 167.

Alternativ ergibt sich das Volumen (ebenfalls in Zylinderkoordinaten) aus

4 p2m oz 4 oz
2/ / / rdrdgpdz:élﬂ/ / rdrdz
o Jo Jo o Jo

4 . 2\VZ
:47T/T—
0 2

da der begrenzte Korper symmetrisch zur Ebene 2 = 4 liegt.

4
dz = 27?/ zdz = 167,
0

0
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Zu Aufgabe 3 b)

b) In Zylinderkoordinaten sind die beiden Fldchen durch
r und z=v1-—1r?

z=—

V3

gegeben. Wegen
? 3 1
%:1—7“2:22, r>0 = 7’:\/7_,225
schneiden sie sich in einem Kreis mit Radius ‘[ in der Ebene z = 1/2. Das von
den beiden Fldachen begrenzte endliche Volumen ist demnach
L3 2
) dr

// (1”%)”7”20%/02(7«@%
()

1—7r2)2 43

2 -
= T — - —=
3 32

Da es sich bei dem Korper um einen Kugelausschnitt handelt, ist es allerdings
natiirlicher, das Volumen mittels Kugelkoordinaten zu berechnen (s. Figur):

/ / /7‘ smﬁdrdgpdﬁ—%r/ / sin ¥ dv
1— =

)3

(comt)f =2 (

—27T—
3

4. a) Aufgrund der vorliegenden Symmetrie ldsst sich die Masse offensichtlich am ein-
fachsten in Kugelkoordinaten berechnen. Nach Voraussetzung gilt fiir die Dichte
o(r) = ar®und o(1) = a = 1, also ist die Masse der Kugel gegeben durch

2 T
—7“ 2sind dr dp d = = /r5dr/ sin ¥ dv
0

IS 0
7128 327

_ 1971-:___
( COs )|O 2 6 3

wm

Eo
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b) In Zylinderkoordinaten sind die beiden Flichen durch

z:r— und z=vV3—r?

gegeben. Wegen
4
ZzB—Tz, r >0, = =42

schneiden sie sich in einem Kreis mit Radius » = v/2 in der Ebene z = 1.

Das Volumen des begrenzten Korpers ist

21 V2 7'2 V2 7“3
V:/ / <\/3—T2—§>Tdrdg0:27r/ (r\/3—r2—§)dr
o Jo 0

o (052 (v L2 = ().

Aus Symmetriegriinden liegt der Schwerpunkt (£, 7, ¢) offensichtlich auf der z-
Achse, d.h. £ = n = 0. Es geniigt daher, die z-Komponenten zu berechnen:

1 V3=rZ 21 pV/2 1 2 \/522
C:—/ / / Zrdrdgodz:—/ / —
\%4 é 0 0 vV 0 0 2

/‘/5 3 9 rd d T (3r2 rt

—rt = lrdr==———— —

0 4 Vv 2 4 24

T

4

T 1 75 3 5 5

v( 3> V3 6/3-53 83 ( va+ )

0

Wemrs
rdrdp
2

r=
2

V2




