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Musterlésungen zu Serie 6

1. Die Bogenlidnge des Graphen einer differenzierbaren Funktion

f:la,b] = R istdurch /b 1+ (f(x) de

gegeben. Insbesondere erhalten wir

3

a) fir f(x) =22,a=0und b =1

/ﬁdx_/ i ) T
z:c%x)g;%(@) )

133 —
= 327 8%1.447

b) fiir f(z) =2%,a=0undb=1

/01\/1+(f’(x))2dx:/01\/1+(2x)2dx:/01mdm

2
1 [? arsinhz  zv1 + x2
2/0” Toar < T )

arsinh?2  2v5 In (2 + \/5) + 25
= 1 + = 1 ~ 1.48

(vgl. Serie 4 vom HS 12).

2. a) Die Parametrisierung ldsst sich wiefolgt aufteilen:

t—sint t —sint
— <t <
t'_><1—cost> (0)+(1—Cost)’ O<t<2m

Die erste Komponente parametrisiert das Intervall [0, 27] auf der xz-Achse, die
zweite parametrisiert den Einheitskreis um (0, 1) beginnend mit dem Ursprung
im Uhrzeigersinn. Die Superposition dieser beiden Wege beschreibt also, an-
schaulich gesprochen, die Kurve, die ein Punkt auf der Einheitskreisscheibe durch-
lauft, wenn diese auf der x-Achse ohne zu gleiten abrollt.

Bitte wenden!



Zu Aufgabe 2 a)

b) Die Ableitung der Parametrisierung
nach dem Kurvenparameter ¢ ist

. cost —sint
—sint (sint) + (1 + cost) ( cost >

B ( —sint (1 4 2cost) >

cost(1+2cost) —1

wobei wir

cos’t — 1 = —sin’t

verwendet haben.

Fiir die Bogenlidnge erhalten wir daraus zunéchst

2w .
/ < —sint (1 + 2cost) )’ gt
0

cost (14 2cost) —1

2T
:/ \/(1—|—2cost)2 —2cost(1+2cost)+ 1dt
0

27 T
:/ \/2+2005tdt:2\/§/ V1 —costdt.
0 0

Mit der Substitution x = arccos u folgt

= 22,
—1

/ V1 —costdt =

1—|—u

-1 \/]_—I—U_

also ergibt sich fiir die Bogenlinge 2v/2 - 21/2 = 8.

Siehe nichstes Blatt!



¢) Es gelten

—rsint
’Y(t) _ rcost und (5 o ’7) (t) — 67‘2 cos? t+r2 sin? t+ht — €r2+ht’
h
also
2T

/5d5/ ¢t/ r2sin t 4 12 cos? t + h2 dit = mr/htdt

0
2 2 2
RGEL T N R

. Die Fliche B kann beispielsweise mithilfe von Zylinderkoordinaten

(z,y,2) = (rcosp,rsing, z), r= /22 + 92,

parametrisiert werden. Es gilt
z2:4—4$2—4y2:4(1—7’2),

alsor = /1 — 22/4 fiir —2 < z < 2. Eine Parametrisierung ist also durch

1/1—%00&0
f(z,0) = Jl—%sin@ ; —2<z<2, 0<¢p<2m,

z

gegeben. Fiir Punkte (z,y, ) auf B gilt

2 2
\/1+3x2+3y2:\/l+3 1——) 9 1—3i

Ferner gelten

—~=— cos 22
w12 o8 @ —y/1— % singp
[z ) = ) ;i% A E folz,90) = ,/1—§c0sg0 ’
1

also

f2(z, Sp)xfgoZSD < \/1——COS(,0, 1/1——811190, —i)

2 2 3 2
und damit |f.(z, @) x f,(z,¢)| = \/1—%+i—6: \/1—1.

Bitte wenden!



Das Oberflachenintegral ist demnach
2m 2
3 2 3 2
// \/1—|—3x2+3y2dA:/ / 2\/1—1\/1—1652@
B 0o J-2

2
3z

=4 1—— = 127.

7r/_2( 16)d2 T

Alternativ lésst sich die Flache B auch mithilfe von verallgemeinerten Kugelkoordi-
naten parametrisieren. Eine solche Parametrisierung ist z.B. durch

cos p sin ¥
g(p,9) = | sinpsind |, 0<p<2m, 0<¥<m,
2cos?

gegeben. Mit /1 + 3 (22 +42) = v/ 1 + 3sin’ ¢ und

— sin @ sin cos @ cos v
Go(p,¥) = | cospsind |, go(p,9) [ sinpcos? |,
0 —2sin ¢

also
|gtp(907 19) X gﬂ(@vﬁ)’
= \/(—2 cos  sin’ 19)2 + (—2sin ¢ sin® 19)2 + (—sind cos 9)”
= \/4sin419 +sin? ¥ cos2 ¥ = sinz?\/4sin2 Y+ cos? ¥ = sin¥V/ 1 + 3sin? ¥,

folgt ebenfalls

21 T
//\/1+3x2+3y2d14:/ / sind (1 4 3sin’ ) dof dyp
B 0 0

= 27r/ (sim? + 3sin® 19) dY = 127.
0

4. a) Die naheliegendste Parametrisierung ergibt sich durch die Darstellung der Ebene
S als Graph der Funktion (z,y) — /4 + 22 + y2. Damit ergibt sich

x
CL(x’y): Yy ) |ZL’|§\/§7 |y| < V5 — 22,
VA + %+ y?

Siehe nichstes Blatt!



b)

Eine weitere Parametrisierung dieses Graphen ergibt sich mithilfe von Zylinder-
koordinaten (z,y, z) = (r cos p, rsin ¢, z), ndmlich

rCos
b(T7§0): rSinSO y OSTS\/E,OSQOSQW,
Va4 +r?

oder (ebenfalls in Zylinderkoordinaten)

V22 —4cosy
c(z,0) = | V22 —4dsinp |, 2<2<3,0<¢ <2,
2

oder (mit r = 2sinh u und z = 2 cosh u)

2 sinh u cosv 3
d(u,v) = [ 2sinhusinv |, Ogugarcoshé, 0<wv<27.
2 coshu

Fiir die erste Parametrisierung in a) gelten

1
oa)(x,y) = und
(foa)(z,y) 4 + 222 + 292
x? 4+ y?
|6Lm($,y) X ay(m7y)| - \/4+l’2 +y2 + 1’

also

/fdA / / 1 44227 +22
xXr
i) it o\ vty Y

/ / dxdy
A+ a2

Durch Einfiihren von Polarkoordinaten geht dieses Integral iiber in

V3 rdrd Vi ord V5
/ IO _on | o VAt =2r (1)
Va+r? o V4+r? 0
Fiir die zweite Parametrisierung in a) gelten
1
ob)(r,p) = ——= und
7,4
1b:(r, 0) X by (r, 0)| =\ 75 + 1%

was direkt auf das Integral (1) fiihrt.

Bitte wenden!



Fiir die dritte Parametrisierung in a) gelten

(Foo)(p) = e wnd Jex(eup) X (20| = VIR =14

2m 3
also/fdA:/ / ldzdp = 2m.
S 0o J2

Fiir die vierte Parametrisierung in a) gelten

1
a 2 \/sinh2 u + cosh?u
|dy(u,v) X dy(u,v)| = 4sinhu V/sinh? u + cosh? u,

und

(f o d) (u,v)

2w parcosh % arcosh 3
also / fdA = / / 2sinhududp = 4w coshul, 2 = 2m.
s o Jo

a) Fiir festgehaltene v = v, parametrisiert

cosu (2 + cosvy)
u— | sinw (2 + cosvy)
sin vg

, 0<u < 2m,

einen Kreis in der Ebene z = sin vy um die z-Achse mit Radius 2 + cos vy.
Fiir festgehaltene u = u( parametrisiert
cos ug (2 + cosv)

v+ | sinug (2 + cosv) |, 0<w<2m,
sin v

einen Einheitskreis mit Abstand 2 vom Ursprung und Mittelpunkt auf der x-y-
Ebene, der in derjenigen Ebene durch die z-Achse liegt, die mit der z-z-Ebene
den (orientierten) Winkel uq einschliesst.

Die Fliche T setzt sich also aus allen

Kreisen zusammen, die parallel zur z- /" ,’,.”“
. . . THHHHIFLRKS
y-Ebene liegen, ihren Mittelpunkt auf /il

SN
=
>

%
9%

'ﬁ-
9.
7

Wi

der z-Achse haben und den Einheits-
kreis um den Punkt (2,0,0) in der z-z-
Ebene schneiden bzw. entsteht dadurch,
dass dieser Kreis um die z-Achse rotiert
wird. T ist also ein Torus.

Siehe nachstes Blatt!



b)

c)

Wir schreiben f(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v))T, also
z(u,v) = cosu (2 + cosv) , y(u,v) = sinu (2 + cosv)

und z(u, v) = sinv. Dann gilt fir 0 < v < 7/2 (wegen cos?u + sin®u = 1)

z(u,v)? + y(u,v)? = (24 cosv)? = <2 + /1 — sin? v>2
= (24 VI=20up) .

also

<\/x(u, v)? +y(u,v)? — 2)2 + 2(u,v)? = 1.

Die Fliache T liegt also in der Niveaufliche zum Niveau 1 der Funktion

2
g:R® = R, g(m,y,z):<\/x2+y2—2> + 22

Die Niveauflidche ist offensichtlich ebenfalls rotationssymmetrisch zur z-Achse.

Gilt umgekehrt g(z,y,z) = 1, so liegt (z,y, z) auf einem zur z-y-Ebene or-
thogonalen Einheitskreis mit Abstand 2 vom Ursprung und Mittelpunkt auf der
x-y-Ebene, liegt also auf der Torusfliche 7.

Es gelten
—sinu (2 + cosv) — cosusinv
fulu,v) = | cosu(2+cosv) |, folu,v) = | —sinusinv
0 Cosv
und daher

cosucosv (2 + cosv)
| fu(u,v) X fu(u,v)| = || sinucosv (2 + cosv) || =2+ cosw,
sinv (2 + cosv)

wobei wir cos? u + sin® u = cos? v + sin® v = 1 benutzt haben.

Damit ergibt sich

2m 2m 2 2m
/ / (2+cosv)dudv:2/ / dudv + 0 = 872,
o Jo o Jo

als Flicheninhalt von T .



