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Musterlosungen zu Serie 8

1. Besitzt das Vektorfeld F'(z,y) = (Fy(x,y), Fao(z,y))T auf D C R? ein Potential, gilt
also ' = V fiir eine (hinreichend regulidre) Funktion ¢ : D — R, so gilt

0

0
<90xy(l’ay) — Py (7, 9) :> ay Fi(x,y) — 9 Fy(z,y) =0, (%)

und mit der Kettenregel folgt fiir jeden (hinreichend regulidren) Weg v : [a,b] — D
b b
[ Fa®) 0= [ venm)-swa
" d

= [ o0 dt=¢0m) - @),

Insbesondere hingt die von F' lidngs v verrichtete Arbeit nur vom Anfangs- und End-
punkt von 7y ab und verschwindet fiir geschlossene Wege (y(a) = v(b)).

a) Das Vektorfeld ist auf ganz R? definiert und erfiillt (x), denn

0 0
8—yF1(5an) = %FQ(%?J) =2xy.

Es gelten

722

/Fl(x,y)dx:/xyzdac: 5 + C(y) und
722

/Fg(x,y)dy:/(x2y+2) dy = 5 +2y+ C(x),

also ist z.B. ¢(z,y) = 12 y* + 2y ein Potentialfeld. Die Arbeit betrégt

o(—8,—8) — p(—8,8) = —16 — 16 = —32.

b) Das Vektorfeld ist fiir x € R und y > 0 definiert und erfiillt (x), denn

0 0 x
a_yF1<I7y) - %F&(‘ray) - ;
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d)

Es gelten

2
1
/Fl(x,y)d:v: /xlnydm: ’ 2ny +C(y) und

x? 2?Iny
/Fz(fc,y)dyz/z—ydyz 5 +C@),

also ist z.B. p(z,y) = 12;& ein Potentialfeld. Entlang eines geschlossenen Inte-
grationsweges wird somit keine Arbeit verrichtet.

Das Vektorfeld ist auf R*\{(0,0)} definiert und erfiillt (x), denn

2z y

0 0
— Fi(2,y) = + Fa(z,y) = —m~

oy ox

Es gelten

X

)
/Fz(%y)dy:/mdy:

also ist z.B. p(z,y) = 3 In (2% + y?) ein Potentialfeld. Die Arbeit betrigt

% In (:U2 + yz) + C(y) und
% In (x2 + y2) + C(z),

1. 169 13
12) — p(3,4) = = In — = In —.

Das Vektorfeld ist auf R?\{(0, 0)} definiert und erfiillt (x), denn

OF (z,y) OF(x,y) 1 N 2y 1 N 222
Oy O Py (@242 Py (@4 y?)
2 2 +y*)  —2+2

:_x2+y2 (x2+y2)2 T4y

F besitzt aber kein Potential (vgl. die Bemerkung unten): Parametrisieren wir
den Kreis mit Radius 7 > 0 durch y(t) = (rcost,rsint)?, 0 <t < 2m, so ist

rsint 1 1
— st —=sint . —rsint
F(y(t) = ( 7"200,%13:{251“”) = ( eost > cA) = (rcost ) ’

r2 cos? t+r2 sin? ¢

und also

27 27 2T
/ Fy(1)) - A(t) dt = / (sin ¢ + cos?t) dt = / Ldt = 2r.
0 0 0

Insbesondere ist £’ kein Potentialfeld, sonst wiirde dieses Integral verschwinden.

Siehe nachstes Blatt!



Bemerkung: Dieses Beispiel zeigt, dass die Bedingung (%) zwar notwendig, im
allgemeinen aber nicht hinreichend fiir die Existenz eines Potentials ist. (x) ist
nur dann auch hinreichend, wenn der Definitionsbereich des Vektorfeldes ein-
fach zusammenhdngt (Lemma von Poincaré). Diese Voraussetzung ist z.B. fiir
die Vektorfelder in den Teilaufgaben a) und b) erfiillt.

2. Wir bemerken zuniichst, dass die Vektorfelder in a) und b) auf ganz R? definiert sind,
das Vektorfeld in c¢) fiir alle x € R und y # 0. Insbesondere sind die jeweiligen De-
finitionsbereiche einfach zusammenhingend, so dass die Vektorfelder F' genau dann
ein Potential besitzen, wenn ihre Rotation verschwindet.

a) Es giltrot F' = (2,2,2)7 # 0, also ist F' kein Gradientenfeld.

Es sei C der positiv orientierte Einheitskreis { (z,4,0) € R3 |22 +4*> = 1} in
der z-y-Ebene. Eine Parametrisierung dieser Kurve ist z.B. durch

v(t) = (cost,sint,0)”, 0<t<2r
mit
—sint —sint
F(y(t) = cost und A(t) = | cost
sint — cost 0

gegeben und es gilt

2 o —sint —sint
7{ F-ds= / F(y(t)) -A(t)dt = / cost - | cost |dt
¢ 0 0 sint — cost 0

27 2
:/ (sin2t+cos2t) dt:/ dt = 2m # 0.
0 0

b) Es gilt rot F' = 0. Ein Potential ¢ erliillt

d 2

d—i:x—irz = <p=%+a:z+0(y,z),

d 2

d_;j:y_z = gp:%—yz—FC(.T?Z),

d

d—*”:x—y = p=zz-yz+C(z,y).
z

2

Alsoist z.B. o(x,y, z) = % +

2
% + 2z — yz ein Potential.

¢) Es gilt rot F' = 0. Ein Potential ist z.B. o(z,y, 2) = "% 4+ x + Iny>.
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d) Es gilt

0-0 0

_ da_ =z da_=z _ 1 227 1 222 _n

rot F' = dz x2 422 + dr 2422 - 2422 2422 + 2422 12422 =0.
0—-0 0

Dennoch besitzt das Feld F' kein Potential: ist C' der positiv orientierte Einheits-
kreis { (2,0, 2) € R*|2? 4+ 2? = 1}, den wir durch

t +> (cost,0,sint)”, 0<t<2m,

parametrisieren, so gilt

- sint —sint
fF-ds:/ 0 . 0 dt
C 0

—cost cost

2m
= / (— sin®t — cos? t) dt = —2m # 0.
0

3. Wir bemerken zunichst, dass die Grundflachen der beiden Korper zusammenfallen
und von der Einheitskreisscheibe { (z,y,0) € R?*|2? + y? < 1} in der z-y-Ebene
gebildet werden. Der Fluss des Radiusvektors durch diese Flache verschwindet, da er
offensichtlich iiberall orthogonal zur Flichennormalen ist.

a) Der Radiusvektor verlduft auf der He-
misphédre offensichtlich iiberall parallel
zur Flachennormalen. Der Fluss des Ra- n
diusvektors entspricht daher gerade dem
Fldacheninhalt der Hemisphire.

Parametrisieren wir die Hemisphire durch
f(p,9) = (cos psind,sinpsind, cos?d)’, 0<p<2r, 0<9< g,
mit

— cos psin? 1)
fol,9) % folp,0) = | —sinpsin®d |,

—sindJ cos Y
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so ergibt sich fiir diesen Flacheninhalt

// Ifc,oso, % falp, 0)] dp d

2
:/ \/sm ¥ + sin? ¥ cos2 9 de dv
o Jo
Z 27
:/ / sin \/sin219+005219d50d19
o Jo

= 27?/2 sing dd = —2m cosﬁ]§ = 2m.
0

b) Wir parametrisieren das Paraboloid durch
f(gO,S):(SCOSQO,SSngD,l—SQ)T, 0§90§27T7 O§3§1
Mit

5COS
r(f(p,s)) = flp,s) = | ssingp und

1—¢2

252 cos
fole,s) x folp,s) = | 2s°sing

ergibt sich fiir den Fluss

or [5€OS P 252 cos 1 pon
/ / s sin cp | 28%sinp | dpds = / / (2s° + 5 — 5°) dpds
s 0 Jo

1
:27r/ (s3+s)ds
0
st g2\ !
—or 4+
“(7+3)

4. Wir parametrisieren die Fldche mithilfe verallgemeinerter Kugelkoordinaten:

3T
5"

0

- - cos p cos ¥
T [0, —] X [O, —} — R3, r(p, ) = | 2sinpcosv
2 2 .
3sin
mit
— sin @ cos ¥ — cos @ sin 1
ro(p,0) = | 2cospcos?d |, ry(p,¥) = | —2sinpsind
0 3cosd
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und also
6 cos ¢ cos? ¥

To(p, V) X ry(p,9) = | 3sinpcos®

2 sin ¥ cos ¥
cos Y cos ¥
Mit F(r(p,9)) = [ sinpcosd | ergibt sich fur den Fluss
18 sin” 9

/02 /02 F(r(p,9)) - role, 9) X ro(p, 9) de dd

cos p cos 6 cos o cos? ¥

3 [z
= / / sinpcos? | - | 3sinpcos?d | dodd
0 /o 18 sin® ¥ 2sin 4 cos

:/2 /2 (60082(,0COS319+3Sin2(,0COS319+36Sin319COSQ9) dp dv
o Jo

:6~%/2cosgﬁd19+3~£/2cos3z9dz9+36-g/2sin31900819d19
0

0 0
9 in3
2 (g - S0

sin ¢
LR % 2 _ % 2 _m
wobei wir 2 cos® o dp = [ cos® p dp = § benutzt haben.
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