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Musterlosungen zu Serie 9
1. Der Satz von Stokes besagt

/ F.di = / / rotF - dg, wobei () der Quadrat ist.
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2. a) Berechnung mittels des Satzes von Green:
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Bitte wenden!



Direkte Berechnung:

Parametrisierung der Dreiecksseiten:

o 01] S R2 mi(t) = (4,0)
rat10.2] 5 R 1o(t) = (1.1)
r3:[0,2] = R, () =(1—%,2—1)
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/ﬁ ?:/lﬁ<r1(t)>-rg(t)dt+/Zﬁ(rz(t)) rg(t)dt+/2“(r3(t)) V(8 dt
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Also: mit Satz von Green gleiches Ergebnis (logisch !) bei weniger Rechenauf-
wand

Siehe nichstes Blatt!



b) Parametrisierung 7 : [0, 47] — R?

{ (t —sint,1 —cost), falls t € [0, 27]

" =9 (4 —1,0) falls ¢ € 27, 47]

Wir suchen die von r(t) eingeschlossene Fliche Z.

Mit einem Vektorfeld F(x, ) = (g) = () mit rotF’ = %—g—%—g =0—(-1)=1

und dem Satz von Green erhalten wir :

{/d“[/(?—f—%—f)m:c/ﬁ.d;

und
/ﬁ cdr = 713 (r(t)) - 7 (t) dt + 7ﬁ (r(t)) - r(t) dt
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= —37 (negativ. weil Kurve negativ orientiert ist)

= Eingeschlossene Fliche ist 3.

a)

b = / / rotF-dS = / ﬁ-dﬁ wobei C die geschlossene Kurve welche S berandet ist.

S C

C:{(x,y,z) €R3:x2+y2+822:1,220}
={(z,y,2) eR*: 2 +y*=1,2=0} .. Kreisimz —y Ebene

Die Oberfliche S = {(z,y,2) € R?: 22 + % < 1,z = 0} besitz diselbe Rand
kurve C. _
Wir benutzen die Parametriesirung von S

0<r<1 x=rcoso

0<¢p<2r y=rsing
z2=0

Bitte wenden!



7] = (0,0,1)

und der Satz von Stokes um ® zu berechnen:
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b) Parametriesirung von C'

r:[0,27] — R® r(t) = (cost,sint,0)
r'(t) = (—sint,cost,0) = (—y,z,0)

o
/ﬁ dfz/ﬁ(r(t)) 7(#) dt
C 0
A 0 cost
:/ 0 - | sint | dt=0
s cost -sint 0

// rotﬁ-dgz/ﬁ-df, wobei
S C
C={(z,y,2) ER*: v =3¢y*+ 2* = 16}

Kreis im {x = 3,y — 2z} Ebene mit Radius » = 4 ist. Die Parametrisierung von C
ergibt

r:[0,27] — R®, r(t) = (3,4 cost,4sint)
r'(t) = (0, —4sint, 4 cost)

Siehe nichstes Blatt!
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5. Im Folgenden sei H die Halbkugel, S die gegebene halbe Sphire und E die Aqua-
torebene.
Beachte zunichst, dass

0 0 0
divi= 24+ 52 4 C58

or Oy | 0z
und somit

2
/ divt’ dedydz = Vol(H) = =m.
" 3

Da auf Grund des Satzes von Gauss
/ dive dxdydz = (I)@h = (I)S + (I)E
H

gilt, miissen wir nur noch den Fluss ®5 durch die Aquatorebene berechnen: Dazu
parametrisieren wir £ durch

7 COS (P
E:(r,p) €[0,1] x [0,27) — [ rsingp
0

Damit bekommen wir fiir ® ; (man beachte, dass der Normalenvektor durch —E, x F,
gegeben ist):
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Schlussendlich erhalten wir fiir den gesuchten Fluss ®¢

5
by =Pyy — O = / divv dxdydz — g = §7r.
H

Bitte wenden!



. Mit dem Satz von Gauss haben wir

/ F-ndU:/V-Fdxdydz.
oK K

Jetzt . L
V. F =gzsiny — zzsiny +e* 7V =" TV,
Dann
/ e$2+92dxdydz = 3/ ex2+y2d:pdy,
K D
wobei

D = {(z,y) € R?|z* +y* < 2}.

Mit Polarkoordinaten finden wir sofort
:E2+y2 o vz r2 o r21v2 _ 2
e dxdy = 27 re’ dr =nle" |§° =m(e® — 1).
D 0

Dann
/ V - Fdzdydz = 3m(e* — 1).
K



