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Frage 1

Welche der folgenden Funktionen ist auf ganz R? definiert?

_x2—|—y
O fla,y) = oy
O Va? + 22

g(z,y) =
O ¢lr,y) =z +Iny?
O ¥(z,y) = tan(z +y)

Die Funktion f ist nur fir  # —y, die Funktion ¢ nur fiir y # 0 und x > Iny~
die Funktion ¢ nur fiir z +y € R\{kn + 7/2 | k € Z} erklart.

2 und

Frage 2
Es sei f : R? — R eine beliebige Funktion.
Welche der folgenden Aussagen iiber die Niveaulinien vor f ist korrekt?

(O Eine Niveaulinie kann sich nie selbst schneiden.
(O Jeder Punkt liegt auf genau einer Niveaulinie.
(O Jede Niveaulinie geht durch genau einen Punkt.
(O Keine der obigen Aussagen.

Die Niveaulinie der Funktion f zum Niveau c ist die Losungsmenge der Gleichung
f(z,y) = c. Ein beliebiger Punkt (zo,yo), der diese Gleichung erfiillt, liegt daher
auf der Niveaulinie zum Niveau ¢ = f(zo,yo) und auf keiner anderen. Also ist (b)
richtig und (d) falsch. Auch (a) ist falsch; zum Beispiel haben die Kurven zy = 0
bezichungsweise y> — 2> — 2° = 0 jeweils einen Selbstschnittpunkt. Antwort (c)
schliesslich ist schon deshalb falsch, weil die Niveaulinien im allgemeinen wirklich Lin-

ien sind und aus mehreren Punkten bestehen.



Frage 3

Die Niveauflachen der Funktion
f:R3 SR, f(z,y,2) = 2* +y* — 2z,
sind
v/ O Paraboloide.
O Kegel.
(O Sphéren
(O keine der obigen Flachen.
Die Niveauflache von f zum Niveau ¢ € R ist durch
c=flz,y) =2 +y* — 22 bzw. z=—"—=
gegeben und ist also ein Paraboloid.
Frage 4
Sei f(x,y) = (cos(x))Y. Dann gilt fiir die partiellen Ableitungen von f
O W = —ytan(x)(cos(z))¥ sin(z) und %Z’y) = (—sin(z))Y.
v O w = —ytan(z)(cos(x))¥ und %z’y) = In(cos(z))(cos(x))Y.

Richtig. Mit der Kettenregel folgt

8]0(67; y) _ %(GIH(COS(I»y) _ eln(cos(z))y%(ln(cos(x))y
= (eos(@))? =228y tan(z) (cos(a))?
cos(x)
und
of (=, y) _ 0 In(cos(z))y ) — ,In(cos(z))y 0 .
T 87! (e ) —e a—y (In(cos(z))y)

= (cos(z))Y In(cos(z)).

X

O 2L — —y(cos(a))¥~* sin(x) und 2LEL = In(cos(z))(cos(z))".

(O Keine der obigen Gleichungen.



Frage 5
Die Tangentialebene an die Fliche z = (22 + y?)e™¥ im Punkt (1,0,1)
(O ist durch die Gleichung z = 2y — z — 1 gegeben.
(O st durch die Gleichung y = 2z — x — 1 gegeben.
v O ist durch die Gleichung z = 2z — y — 1 gegeben.
(O gibt es nicht, da der Punkt nicht auf der Flache liegt.
Fiir f(z,y) = (2° + y*)e™ Y gelten

fz(x,y) = Q:re—y7
Fo(zy) =2y — (@ +y")e,
also insbesondere f;(1,0) = 2 und f,(1,0) = —1. Damit gilt

= f(1,0) + fo(1,0)(z — 1) + [, (1,0)(y — 0)
=142z-1)—-y=2c—-y-—1

fiir die Tangentialebene im Punkt (1,0, f(z,y)) = (1,0, 1).
Frage 6
Gegeben seien die folgenden Funktionen von zwei Variablen:

o(r,y) =C, Plxy) =2  und  x(z,y) =2® +y7
wobei C' € R. Welche der folgenden Aufgaben besitzt eine Losung?
O Finde f: ( (z,9) = ¢ und fy(z,y) = ¢.
v O Finde f: (z,y) = f(z,y) mit fo(z,y) = ¢ und fy(z,y) = ¢.
(O Finde f: (z,y) — f(z,y) mit f.(x,y) =
(O Finde f: ( (z,9)

Fiir solche Funktionen f miisste jedenfalls f.y, = fy» gelten. Es sind

wu(z,y) = py(z,y) = Py(2,9) =0
l/fx(x:y) = Xﬁf("l"7y) = 21‘7
Xy (T, 9) =2y,

x,y) — f(o,y) mit f.(z,y

¢ und fy(z,y) = x.

z,y) = f(x,y) mit fo(z,y) = x und f,(z,y) = ¢.

daher sind die erste, dritte und vierte Aufgabe unlosbar. Die zweite Aufgabe besitzt

2.B. die Lésung f(z,y) = & + Cy.



Frage 7

Die Funktionen f : R? — R, fiir welche die partiellen Ableitungen f,, und fy,
identisch verschwinden, sind genau

(O die Produkte einer Funktion von x mit einer Funktion von y.
(O die Produkte von zwei linearen Funktionen.

(O die Produkte einer linearen Funktion x + ax von z mit einer linearen
Funktion y — by von y.

(O die Funktionen der Gestalt
(z,y) = a+bx + cy + dxy
mit Konstanten a, b, ¢, d.

Antworten (a) und (b) sind falsch, weil sie beide die Funktion f(z,y) = 2? erlauben,
fiir welche fzr = 2 # 0 ist. Fiir die Funktionen in (c) und (d) hingegen rechnet man
schnell nach, dass sie fez = fyy = 0 erfiillen. Insbesondere ist f(z,y) = 1 + zy nach
(d) eine solche Funktion, welche sich aber nicht in der Form (c) schreiben lasst. Also
bleibt nur (d) als richtige Antwort iibrig.

Antwort (d) ist auch wirklich korrekt. Denn a%fz = fzz = 0 impliziert fz(z,y) = u(y)
fiir eine Funktion wu(y). Somit ist %(f(:my) —u(y)z) = fu(z,y) — u(y) = 0 und
daher f(z,y) — u(y)z = v(y) fir eine weitere Funktion v(y). Es gilt also f(z,y) =
u(y)x +v(y). Daraus folgt aber fy, = u”(y)x +v"(y), und dies verschwindet identisch
genau dann, wenn u” (y) und v”(y) identisch verschwinden. Dann miissen aber u(y)
und v(y) lineare Funktionen von y sein, wie in Antwort (d).



Frage 8
Die Lemniskate x%(1 — 22) = y? lisst sich
(O in der Néhe des Punktes (0,0) als Graph einer Funktion von z darstellen.
(O in der Nihe des Punktes (0, 0) als Graph einer Funktion von y darstellen.
(O in der Néhe des Punktes (1,0) als Graph einer Funktion von z darstellen.
v/ O in der Nihe des Punktes (1,0) als Graph einer Funktion von y darstellen.
Die Kurve ist durch f(z,y) = z?(1 — 2?) — y* = 0 gegeben

A
fla.y) =0

mit

folw,y) =20(1-22")  und  fy(z,y) = —2y.
In jeder Umgebung des Ursprungs gibt es zu jedem x bzw. y offensichtlich stets zwei
y- bzw. z-Werte, so dass f(z,y) = 0. Im Punkt (1,0) gelten

f1(170)22(1_2):_2 und fy(lao)zov

daher lasst sich die Kurve um diesen Punkt zwar nicht als Graph einer Funktion von
x aber als Graph einer Funktion von y darstellen.



Frage 9
Wir betrachten die Funktion

f:R? >R, flz,y) =2+ 9> +62y.
Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

(O Die Funktion f hat ihren einzigen kritischen Punkt im Ursprung

(o) = (Bren) - (2 ) (%),

g g’ # 0, ist (0,0) der einzige kritische Punkt.

Es gilt

und da

O Es gelten f;5(0,0) > 0 und f,,(0,0) > 0. Die Einschrénkungen von f auf
die - und y-Achse nehmen im Ursprung also ein lokales Minimum an.

Es gilt f22(0,0) = f,,(0,0) =2 > 0.

(O Die Funktion f nimmt im Ursprung ein lokales Minimum an.

Auf den winkelhalbierenden Geraden y = x bzw. y = —x etwa gilt
flz,y) =2® +2? + 622 =822 >0  baw.
f(z,y) =22 + 22 — 622 = 422 <0,

fiir alle z # 0. Die Funktion f nimmt also in jeder (noch so kleinen) Umgebung des

Ursprungs sowohl positive als auch negative Werte an.
(O Die Funktion f nimmt kein lokales Minimum an.

Da f auf ganz R? definiert ist, wire jede Minimalstelle auch ein kritischer Punkt. Der
einzige solche Punkt liegt aber im Ursprung und ist keine Minimalstelle von f.

. fxac(xay) fxu(x:y)> (2 6) : . . .
Es ist ; = . Die Eigenwerte sind bestimmt durch
(fyw(xvy) Joy(2,9) 6 2 &

2—-A 6

6 2_)\‘:(2—/\)2—36:)\2—4/\—32:(/\—8)(>\+4),

also A1 = —4, A2 = 8, der Ursprung ist also ein Sattelpunkt von f.



Frage 10

Wir betrachten die Funktion
f:D=R, f(z,y) :e_‘"’:2+y3, auf D= {(z,y) € R? | -1<y<1}.
Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

v/ O Die Funktion f hat ihren einzigen kritischen Punkt im Ursprung
. fo(z9)\ _ *2I6_z2+y3 _ (23 24,3
Es gilt (fy(%?ﬂ) B 3y26_3’2+93 B (3y2) ¢ .
(O Die Funktion f nimmt im Ursprung ein lokales Extremum an.

Schon die Einschrankung y — f(0,y) = ¥’ nimmt in 0 kein Extremum an.

(O Die Funktion f besitzt im Ursprung einen Sattelpunkt.

Fir (z,y) € D gilt

(Joiowy ey = (20,

(00 00)_ (2 0),

Die Eigenwerte dieser Matrix sind 0 und 2.

insbesondere

(O Die Funktion f nimmt keine globalen Extrema an.

Im Innern von D nimmt f, wie oben gezeigt, keine Extrema an. Fiir festgehaltene
y = yo nimmt aber xz — f(z,y0) = eYoe=% in 0 ein globales Maximum an und da

f(z,—l)ﬁf(x,y)gf(z,l), (z,y)ED,

ist £(0,1) > f(z,y), (z,y) € D, also (0, 1) eine globale Maximalstelle.



Frage 11

Wir betrachten die Funktion
f:A%Ra (x,y)l—>x2y(4—x—y),

auf dem durch die Geraden = = 0, y = 0 und = + y = 6 begrenzten Dreieck A.
Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

(O Die Funktion f nimmt ihren kleinsten Wert auf dem Rand von A an.

Die Funktion f nimmt ihren grossten Wert auf dem Rand von A an.

O
(O Die Funktion f ist auf dem Definitionsbereich A iiberall < v/17.
O

Das Verhaltnis von grosstem und kleinstem Funktionswert der Funktion
f auf dem gesamten Definitionsbereich A ist < —ﬁ.

Es gilt

fo(z,y)\ _ (2zy(d =2 —y) — 2’y _ (zy(8 — 3z —2y)\ _ (0
fulwy)) ~ \2?@-az—-y) -2y ) \2®@A-z-2y) ) \0
in den kritischen Punkten (0,C), C € R, (4,0) und (2,1) mit den Funktionswerten
F0,0)= (4,00 =0 wnd  f21) =4

Allgemein ist offensichtlich f(z,y) = 0 fir x = 0 oder y = 0, f verschwindet also auf
zwei der drei Seiten des Dreiecks A. Auf der verbleibenden Seite von A gilt

0> f(z,y) =2(6 —2)(4 — (z +y)) = 22" (z — 6) = (),
mit
¢ () = 62° — 24z und " (z) = 12z — 24.
f nimmt also auf dieser Seite in (4,2) das Minimum f(4,2) = ¢(4) = —64 an.

Somit ist 4 = v/16 < /17 der grosste, —64 der kleinste Wert und _LM = —% < —%7.



Frage 12

Welcher Punkt P = (x,y) auf dem Hyperbelast 22 — y? = 12, > 0, hat vom
Punkt (0,4) auf der y-Achse den kleinsten Abstand?

v O Der Punkt P = (4,2).
O Der Punkt P = (2V/7,4).
O Der Punkt P = (21/3,0).
(O Einen solchen Punkt gibt es nicht.
Der Abstand des Punktes P = (z,y) vom Punkt (0,4) ist durch
d(z,y) = Va2 + (y —4)°
gegeben. Da der Punkt zudem auf der Hyperbel liegt, gilt
p(z,y) = 2 —y*—12=0.
In einer relativen Minimalstelle von d gelten also
d2(x,y) — Apx = 22 — 22z = 22(1 — \) = 0,
do(z,y) — Ape = 2(y — 4) + 20y = 2y(1 + \) — 8 =0,
o(z,y) =a> —y®> —12=0.

Aufgrund der letzten Gleichung gilt « # 0, so dass aus der ersten Gleichung A = 1 und
damit aus der zweiten y = 2 folgt. Wiederum aus der dritten Gleichung folgt damit
schliesslich 2% = 12 + 4, also, wegen = > 0, = = 4.

Es ist geometrisch leicht ersichtlich, dass es sich bei P tatséchlich um ein Minimum von
d handeln muss: Punkte ausserhalb einer abgeschlossenen Kreisscheibe um (0,4) mit
hinreichend grossem Radius » kommen namlich nicht in Frage und der verbleibende
Hyperbelabschnitt ist beschrankt und abgeschlossen. Der Abstand d nimmt dort also
sowohl ein Maximum als auch ein Minimum an, wobei er ersteres offensichtlich in den
Randpunkten annimmt.

\




Frage 13

Welches der folgenden Integrale ist nicht gleich den anderen?

o [ [
v O /OI/nydxdy
o [ fous
e /Ol/ylxdxdy

In (a) und (d) ist der Integrationsbereich durch dieselbe Bedingung 0 <y <z <1
gegeben. Da auch der Integrand gleich ist, stimmen diese beiden Integrale iiberein.
Dasselbe gilt fiir das Integral (c), welches aus (a) durch Vertauschung der Variablen z
und y entsteht. Als einzig mogliche korrekte Antwort verbleibt daher (b).

Wegen
1 ry 1x2y 1,2 31 1
Yy Yy
xdxdy:/ — dy:/ Zdy= 2| ==
L G| =] =] =5
und
1 py 1 1 31 1
//ydwdy:/ywlgdy:/yzdy:yf =3
o Jo 0 0 31 3

ist (b) tatséchlich von den anderen verschieden.

10



Frage 14

Das Integral der Funktion f(x,y) = /4 — 22 — y? iiber die Menge

B = {(z,y)|z,y>0,2"+y* <4}

ist

O [ faydeay =7,
v O [ fayydedy =,

O [ swydeay =2

O [ swydeay ==

Die Funktion f ist > 0 auf B, und die Menge der Punkte zwischen ihrem Graphen
und der xy-Ebene ist ein Viertel der Halbkugel H mit Zentrum O und Radius 2. Das

Integral berechnet daher das Volumen eines Achtels der Vollkugel mit Radius r; dieses

betrigt 37r%; also gilt [, f(z,y)dedy = § - 372° = 3.

Frage 15

Gegeben ist das Integral I = [[,, \/2? +y?dxdy, wo D das Dreieck mit den
Eckpunkten (0,0), (1,0), (1,1) bezeichnet. Je nach Wahl des Koordinatensys-
tems und der Reihenfolge der Integrationen ldsst sich I auf verschiedene Arten
als zweifaches Integral ausdriicken. Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

1 .1
v O I://\/x2+y2dydx
o Jo
1 x
O I:/ / Va2 +y2dydx
o Jo

w/4 pl/cosep
O I:/ / r2dr do
0 0

1,1
O I:/ / V12 +y2dxdy
0 Jy

Der Integrationsbereich des ersten Integrals ist das Einheitsquadrat im ersten Quad-
ranten mit Ecke im Ursprung. Im zweiten und vierten Integral wird iiber D in karte-
sischen, im dritten in Polarkoordinaten integriert.

11



Frage 16

Ein ebener Ring ist von zwei konzentrischen Kreisen mit den Radien R bzw.
r < R begrenzt. Die Massendichte des Rings nimmt umgekehrt proportional
dem Abstand vom Mittelpunkt der Kreise ab und ist auf dem Innenrand gleich
Eins. Welche Masse hat der Ring?

O 2x(R-71)
O 27 (R*-1r?)
v O 27r(R-r)

O 27R(R-71)

Da die Massendichte p des Rings umgekehrt proportional dem Abstand s vom Mit-
telpunkt der Kreise abnimmt und p(r) = 1 gilt, ist p(s) = r/s und also

27 R 27 R
// pdmdy:/ / psdsdgo:/ / rdsdp=2nwr(R—r).
Ring 0 T 0 T

12



Frage 17
Es sei a > 0. Die Lemniskate von Bernoulli (x* + y?)? = a*(2? — y?) begrenzt
(O genau eine Fliche mit Inhalt a?/4.
v O genau zwei Flichen mit Inhalt a?/2.
(O genau vier Flichen mit Inhalt a?.
(O keine Fliche endlichen Inhalts.
Die Kurve enhélt offenbar den Ursprung und ist symmetrisch zur y-Achse. Es geniigt

daher, sie z.B. in der rechten Halbebene zu betrachten. Wegen z? — 3> > 0 liegt die
Kurve dort zwischen den beiden Winkelhalbierenden y = +z.

In Polarkoordinaten gilt
r* = a*r?(cos® o —sin® @), also r =a\/cos(2p) fiir — % << %

Der in der rechten Halbebene begrenzte Flacheninhalt ist also

/4 cos(2<p) /4 7‘2 ay/cos(2¢)
/ / rdrde = / —
/4 —n/a 2o

dyo
/4 2

a® a” sin(2¢p)
= — 2¢)dp = —
s sz =5 T

a1 (-1 a®
2 2 2

/4

Die in der linken Halbebene begrenzte Fléche hat den gleichen Inhalt.

13



Frage 18
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Es sei V; das Volumen eines gegebenen Kreiszylinders, Vp das Volumen desjeni-
gen Rotationsparaboloids, das mit diesem Zylinder Grundfliche und Hohe ge-

meinsam hat. Dann gilt

(O keine der obigen Aussagen.
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Das Resultat geht auf Archimedes zuriick.
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Frage 19

Der Schwerpunkt S = (z,y) der zwischen der Parabel y = —2% — 2z und der
x-Achse gelegenen homogenen Fliche (endlichen Inhalts) ist

O Sz(?,—l).
J O s<1,§).

0 ()

(O Der Ursprung.

Der Schwerpunkt S = (x,y) liegt offensichtlich auf der Symmetrieachse der Parabel,

A

\J

es gilt also x = —1. Der Inhalt der begrenzten Fléche ist

0 —z2_22 0 1’3
A:/ / dyd:cz/ (—m2—2x)dm: (———mQ)
-2J0 —2 3

und die Ordinate des Schwerpunktes somit

2 —22—2z2
1/0/ < —2x 3/0 y2 3/0 9 9
— ydydr = — = dr = = —x° —2x) dx
A 1), 2 s/, )

., 3 3

0 -2
3 0 4 3 2 3 .T5 4 4133 0
= - 4 4 de = - | — —_
8/4(30—&—:5—}—:5):15 3 5+x+ 3 .
3 (32 32 316 2
8(5 6+3> 815 5

15



Frage 20
Der Kugeloktant
K={(,y,2) €R| 2> +y* +2°> < R? x,y,2 > 0}, R >0,

sei mit der Masse der konstanten Dichte 1 belegt.

Der Schwerpunkt S = (z,y, z) von K ist

o s-(inlnln)

88
3 3 3
O S—(gﬁsR%R)

5 5 5
O S(SR’SR’8R>'
(O Der Ursprung.

. . 3
Die Masse bzw. das Volumen von K ist V = %%WR3 = %.

Fiir seine Schwerpunktkoordinaten gilt

1 1 /2 pw/2 R 9
—/// xdxdydz —/ / / rsin v cos ¢ r* sin Y dr dy dd
Vv K V- Jo 0 0

R /2 /2

= l/ r? dr/ cosgodap/ sin® ¢ dv,
ViJo 0 0

l/// dr dydz
% Ky Y

1 /2 /2 R
—/ / / rsin ¥ sin ¢ r? sin ¥ dr dyp dd
V /o 0 0
R /2 /2
= i,/ r? dr/ singadcp/ sin® 9 dd,
V /o 0 0
1 1 /2 pm/2 R )
—/// zdmdydz:—/ / / rcos ¥ r”sind dr dp dv
14 K Vo 0 0
1 R 3 /2 /2
= —/ r dr/ ldgo/ sin ) cos ¥ dv).
Vo 0 0
R 4
/ rPdr = T
o 4

/2 /2
/ sinnpdgo:/ cosdp = sin<p|g/2:1,
0 0

Dabei sind

/2
/ sin® ¥ d9 = %, (vgl. Serie 6 vom HS 12)
0
/2 2 /2
/ sindcos ¥ d = — v :1.
o 2 |, 2
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