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Frage 1
Wie lautet der Gradient der Funktion f: R? — R, (z,y) — zy?
O Vi@y =z+y
O Viy) =y
O Vi(@y) = (9"
v O Vi(y=@m2T"
Der Gradient von f ist Vf(z,y) = (%Eig;) = (g)
Frage 2
Der Wert einer Funktion f : R3 — R féllt am schnellsten in die Richtung

(O des Gradienten.
(O orthogonal zum Gradienten.

v O entgegengesetzt zum Gradienten.
(O der minimalen partiellen Ableitung.

Die Richtungsableitung von f im Punkt P in Richtung des Einheitsvektors @ ist

Ds§(P) = lim w =(Vf(P), V)

= [VF(P)[ U] cosp = [V f(P)| cos ¢,

wobei ¢ € [0,27) den Winkel zwischen V f(P) und der Richtung von @ bezeichnet.

cos  ist aber minimal fiir ¢ = 7 und somit ist die Richtungsableitung minimal in die
Vi(P)

dem Gradienten entgegengesetzte Richtung ¥ = IR



Frage 3
Die Richtungsableitung der Funktion
f:R® SR, flz,y,2) =2 +y+2°

an der Stelle (1,2,2) in Richtung des Vektors (4,4,2)7 ist

34

O 3

O 36

v O 6
O (2,1,12)

Der Betrag des Vektors (4,4,2)7 ist v/42 4 42 4 22 = 6; der zugehérige Einheitsvektor
ist daher 7 = (4,4,2)7/6 = (2,2,1)7/3. Der Gradient Vf(z,y,z) = (2x,1,32%)7
hat im Punkt (1,2,2) den Wert (2,1,12)7. Somit ist die fragliche Richtungsableitung
Dyf(1,2,2) = (2,1,12)T - (2,2, 1)T/3=(2-24+1-2+12-1)/3 = 18/3 = 6.
Frage 4
Wir betrachten die Funktion

FiR =R, fz,y,2) =2’y2

um den Punkt (1,—1,1). Welche der folgenden Aussagen ist falsch?
Man stellt

(O in z-Richtung eine Zunahme der Funktionswerte fest.
(O in y-Richtung eine Abnahme der Funktionswerte fest.

v/ O in Richtung %(—1, 1,1)T eine Zunahme der Funktionswerte fest.
(O in Richtung %(1, 1,1)T eine Zunahme der Funktionswerte fest.

Der Gradient von f in (z,y, z) ist

3x2y%z 3
Vf(z,y,z)=| 228z |, insbesondereist Vf(1,-1,1)=|-2].
z3y? 1

Die Funktion nimmt also in z-Richtung zu, in y-Richtung ab. Ferner gelten

3\ | (-1 _4 3 1 )
() a(3)-zen m (3) 5050

Somit ist nur die dritte Aussage falsch.

&=



Frage 5

Es sei eine Fliache F einerseits durch die Parameterdarstellung (u,v) — ¢(u,v),
andererseits durch die Gleichung f(z,y,z) = 0 gegeben. Man betrachte einen
festen Punkt Py = @(ug,vo) auf der Fliache F. Welche der folgenden Aussagen
ist dann stets richtig? Die Vektoren V f(FPy) und ¢y (ug,vo) X @y (ug, vg)

(O sind gleich.
v O sind parallel.
(O stehen senkrecht aufeinander.
(O sind weder parallel noch stehen sie senkrecht aufeinander.

Sowohl V f(P) als auch ¢, (uo, v0) X ¢u (uo, vo) stehen im Punkt Py normal zur Fliche
F (bzw. zu der durch ¢, (uo,vo) und ¢, (uo,vo) aufgespannten Tangentialebene zu F
in Pp). Sie sind daher kollinear (i.A. aber betragsmissig nicht gleich).

Frage 6

Die Fliache F sei durch die Parameterdarstellung (u,v) — ¢(u,v) gegeben. Der
Vektor n(u,v) bezeichne einen Normaleneinheitsvektor zu F, Py = ¢(ug, vg) sei
ein Punkt auf der Fliche F. Welche der folgenden Aussagen ist i.A. falsch?

vV O n(uo,v) = £pu(uo,v0) X @y (ug,vo)
(O Der Vektor ¢, (ug,vp) liegt in einer Tangentialebene zu F im Punkt Py.

(O Die Tangentialebene zur Flache F im Punkt Py wird aufgespannt durch
die beiden Vektoren ¢, (ug, vg) und @, (ug, vo).

O Der Vektor ¢, (ug,v) ist tangential an die u-Linie, die durch Py geht.

Die Vektoren ¢y, (uo,v0) X ¢u(uo,v0) sind zwar orthogonal zu F in Py, haben i.A.
aber nicht die Lange 1, d.h. sind keine Normaleneinheitsvektoren zu F in Py.



Frage 7
Welche der folgenden Kurven ist die langste?

v/ O Der Graph der Funktion g;: [0,1] = R, 2+ 6.
(O Der Graph der Funktion go: [0,1] — R, =+~ 32°.
(O Der Graph der Funktion g3: [0,1] = R, x> 2z3.
O Der Graph der Funktion g4: [0,1] = R, z + z*.

Wir parametrisieren die Graphen g;, ¢ =1,...,4, durch

(@) = (e, 0i(2)",  we[0,1].

Die Kurvenldnge L; des Graphen g;, i =1,...,4, ist somit

1 1
L; = 7 d/ 1+ : 2d
/0|r<x>| v [ i+l i
3

Wir berechnen: g (z) = 6, gb(z) = 6z, g5(z) = 62 und gj(z) = 4z°.
Fiir z € [0,1] gilt aber 1 > & > 2® > 2 > 0 und somit

l91(2)] = 6 > 62 = |g5(x)| > |g3(2)| = 62" > da” > da” = |gi ()]
Also ist das Integral fiir ¢ = 1 am grossten.
Frage 8

Das skalare Linienintegral

b
/C fds = / FOv(®) |2 ()] dt

iiber eine Kurve C parametrisiert durch v: [a,b] — R?

(O hingt wesentlich von der gewdhlten Parametrisierung v der Kurve C' ab.

(O hingt von der Linge und der Orientierung des Intervalls [a,b], dariiber
hinaus aber nicht von der gewé&hlten Parametrisierung vy der Kurve C' ab.

(O héngt von der durch v induzierten Orientierung der Kurve C, dariiber
hinaus aber nicht von der gewéhlten Parametrisierung der Kurve ab.

v/ O ist unabhiingig von der gewéihlten Parametrisierung v der Kurve C.

Die richtige Antwort ist (d). Dies folgt aus der Substitutionsformel.



Frage 9

Die Flache
F = {(m,y,z) €ER3 | 22+t 422 =1, ZZO}

sei mit einer Masse der Dichte é(z,y, z) = 2z belegt.

Die Gesamtmasse der Fliche betrigt

O o
O
O 2w
O A4r.
Wir parametrisieren F durch
r,) = (reosg,rsing, V1-77),  0<r<1, 0<p<om
mit
cosp 9 —rsinp
prp)=| Sm% S-B(re) = | rcosgp
r _ (9% 0
1—r2
und
r2 cos %)
\/217712
- B(r, @) X o~ p(r, ) rsing |,
0 19} Vi-r2
r
also

9 ricos?’p risin®p
5y P w)xfprw \/1_r2 1—2 7

1—1“2+T V=72

2w 1
und somit // 0dA = / / 241 —7r2 drdcp = 27r/ 2rdr = 2.
V1 0




Frage 10

Es sei F das in folgender Abbildung dargestellte Vektorfeld:
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Ferner seien
e ( die gerade Verbindungsstrecke von (—3, —3) nach (—3,3) und

e (5 der entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufene Kreis vom Radius 2 um
den Koordinatenursprung.

Dann gilt:

O Beide Integrale [ F -ds, [F -ds sind positiv.
Ch Cs

(O Beide Integrale fﬁ - ds, fﬁ - ds sind negativ.
C1 Co

O Das Integral [ F'- ds ist positiv, das Integral J F - ds ist negativ.
Cl CZ

O Das Integral [ F'- ds ist negativ, das Integral J F - ds ist positiv.
Cl CZ

Das Integral [, F.ds,i=1,2, ist definiert als f(f F (7i(t)) - 4:(t) dt, wobei
’Vi:[a’vb]_)RZa i:1727
eine Parametrisierung von Cj ist. Fiir die Integranden gilt

F ()|

—

F(i(t) - 7i(t) =

Fi(t)] cos i,

wobei ¢; den Winkel zwischen F (v;(t)) und +;(¢) bezeichnet. Dieser ist

e entlang der Kurve C; stets kleiner als g, so dass cos @1 > 0, wahrend

e entlang der Kurve C, das Vektorfeld und der Tangentialvektor stets in die ent-
gegengestzte Richtung weisen, so dass g2 = 7 und also cos 2 = —1 < 0.



Frage 11

Die Arbeit A ecines Vektorfeldes F lings des Geradenstiicks von (1,0,0) nach
(=1,—1,-1) sei 5. Welches Resultat erhilt man, wenn man die Arbeit B von
F lings des Geradenstiicks von (—1,—1,—1) nach (1,0,0) berechnet?

(O Die Arbeit B betrégt 0.

(O Die Arbeit B betragt —5.

(O Die Arbeit B betréigt ebenfalls 5.

(O Die Arbeit B lasst sich aus den Angaben nicht berechnen.
Frage 12

Es sei ﬁ(x, y) = (zy,y — x)T. Welche der folgenden Aussagen ist falsch?
Die von F' verrichtete Arbeit vom Punkt (0,0) zum Punkt (1,1)

O entlang der Kurve y = z ist < .

Mit der Parametrisierung ¢ — (¢,)7, 0 < ¢ < 1, ergibt sich
1

L2 ! 3 11
/ <t>-<l>dt:/t2dt:— =-<-=.
o \0 1 0 3lp 3 2
(O entlang der Kurve y = 22 ist < 11—0.
Mit der Parametrisierung ¢ — (¢,t2)T, 0 < t < 1, ergibt sich
1 3 1
t 1 3 0.3 a2 3 02 1 1
. . dt = t 217 =2t7)dt= - — - = — < —.
/0 (tzft) (2t> /0 (# + ) 4 3 12 10

(O entlang der Kurve y? = z ist > %
Mit der Parametrisierung ¢ — (t2,£)7, 0 < t < 1, ergibt sich
1 3 1
i 2t 4 s 2 1 1 17 _1
5 ) - dt = 26 P24 dt = - S 4= > -,
/0 (t—tl) (1) /0( ) 5 3 2 30 2
O entlang der Kurve y = 2% ist < — 1.

Mit der Parametrisierung ¢ — (¢,3)7, 0 < t < 1, ergibt sich

1 4 1
: 1 i s a3 1.3 3 1
. dt = t 3t =3t )dt=-+ - — - =——.
/0<t3—t> (3t2> /0( N ) 576 1 20



Frage 13
Es sei F das in folgender Abbildung dargestellte Vektorfeld:
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Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

(O Das Vektorfeld F ist konservativ.
(O Das Vektorfeld F besitzt ein Potential.

(O Das Vektorfeld F besitzt zwar kein Potential, aber es gilt

fﬁd}:o
C

entlang jedes geschlossenen Wegs C'.
v O Keine der obigen Aussagen.

Man findet leicht eine geschlossene Kurve C' (z.B. einen Kreis um den Punkt (07 %)),
so dass fo Fds # 0. Insbesondere ist das Vektorfeld also nicht konservativ und besitzt
erst recht kein Potential. Daher ist (d) die richtige Antwort.

Frage 14

Welches der folgenden Vektorfelder F besitzt ein Potential?

O ﬁ($,y):($—y,$—y)T

O Fl(z,y) = (2% —y, 2% + 2zy)7
v O F(a,y) = (2 +2ay, 2> —y)T
O Flz,y) = (z° —ay?, 2%y — y°)7

Ein (hinreichend reguliires) Vektorfeld F' = (Fy, Fy) auf R? besitzt ein Potential genau
dann, wenn aa% = 63% ist. Diese partiellen Ableitungen sind im Fall (a) gleich —1 # 1,
im Fall (b) gleich —1 # 32> + 2y, im Fall (c) gleich 2z = 2z, und im Fall (d) gleich
—2xy # 2ry. Also lautet die richtige Antwort (c¢). Das zugehdrige Potential ist in
diesem Fall gleich % + 2%y — % + c fiir eine beliebige Konstante c.



Frage 15
Fiir welche Konstante a ist das Vektorfeld
F(z,y,2) = (In (1+2%) +ay®, 2y + yz,z?’)T
von der Form ﬁ(w, y,2z) = Vp(z,y, z) fiir eine gewisse Funktion ¢?
O a=-1/2.
vV O a=1/)2
O a=1/2und a=-1/2.

(O Es gibt keine solche Konstante a, da der Definitionsbereich des Vektor-
feldes F nicht einfach zusammenhingend ist.

Ein solches Vektorfeld ist notwendigerweise wirbelfrei. Aus

0—-0 0
rot F(z,y,z)=| 0—0 0
y — 2ay 0

folgt 1 —2a =0, also a = % Da der Definitionsbereich von F der ganze Raum R? ist,

ist also F fiir a = 1 ein Potentialfeld. Fiir ein Potential ¢ gilt dann

p(z,y,2) = /ln(l +2°) dx + %myQ +C(y, 2)

2 3 4
_ Ty ¥y -z
= + 3 + C(z, z) 1 + C(z,y),
also ist
1 3 4
o(z,y,2) Z/In(1+x2)dm+fﬁy2+yf+zf
2 3 4
2 1 5 y3 z*
=zlog(l+= )+2(arctanz—a:)+§my +§+1+C’

fiir C' € R ein Potential.



Frage 16

Die folgenden Abbildungen zeigen jeweils ein dreidimensionales Vektorfeld Fin
der z-y-Ebene. Die z-Komponente ist 0. Die Vektorfelder soll in allen dazu
parallelen Ebenen identisch aussehen, d.h. F soll jeweils unabhéngig von z und
seine z-Komponente konstant gleich 0 sein.
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Welche der folgenden Aussagen ist richtig?
(O Alle drei Felder sind wirbelfrei.

(O Genau eines der Felder ist wirbelfrei.
(O Alle drei Felder sind quellenfrei.
v O Genau eines der Felder ist quellenfrei.

Wir schreiben jeweils F = (Fy, Fy, F5)".

Linkes Bild:
Die Pfeile verlaufen vertikal, also gilt /1 = 0 und somit ‘96% = 68% =0.
Die y-Komponente bleibt von links nach rechts konstant, also gilt 66% =0.
Von unten nach oben nimmt die y-Komponente ab, also gilt Bf,i; < 0.

Demnach gelten rot F = (0,0,0)” und div F < 0.
Mittleres Bild:

Die z-Komponente nimmt von links nach rechts zu, also gilt 88% > 0.

Die z-Komponente bleibt von unten nach oben konstant, also gilt % =0.
Die y-Komponente bleibt von links nach rechts konstant, also gilt 63% =0.
Die y-Komponente nimmt von unten nach oben zu, also gilt %i; > 0.
Demnach gelten rot F = (0,0,0)” und div F > 0.

Rechtes Bild:

Die z-Komponente bleibt von links nach rechts konstant, also gilt %% =0.

Die z-Komponente nimmt von unten nach oben zu, also gilt 66% > 0.
Die Pfeile verlaufen horizontal, also gilt F> = 0 und somit %% = % =0.
Demnach gelten rot F # (0,0,0)” und div F = 0.

rot F* zeigt in die Zeichenebene, d.h. Richtung (0,0, —1)7.

10



Frage 17

Es sei f eine skalare Funktion, F ein Vektorfeld.

Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

v O
O
O

O

P OF, OFs OF:
divF' = (371’@727 af)
div (fﬁ) :Vf-ﬁ+fdivﬁ.

div rot (Vf X ﬁ) =0.

Frage 18

Es sei C die positiv orientierte Randkurve eines ebenen Gebiets G.

Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

O

O

O

Der Flécheninhalt von G ist ¢, F.ds mit F(z,y) =

Der Flécheninhalt von G ist ¢, F-ds mit F(z,y) =

- —

Der Flicheninhalt von G ist ¢, F.ds mit F(z,y) = <—y).
Der Flécheninhalt von G ist ¢, F - ds mit F(z,y) = <

y2—4y+2>

Nach dem Satz von Green ist

e oF, O
Fd :// <7——)dA.
fc i ¢ \ Oz dy

Der Wert des Umlaufintegrals fo F.ds entspricht also dem Fliacheninhalt von G, wenn
das Vektorfeld F der Bedingung 2£2 — 91 — 1 geniigt.

oz Jy

11



Frage 19
Die Arbeit, des Vektorfelds
F(m,y,z) = (;172 + 2% 4y — 2,222 + 2y)T

entlang des positiv orientierten Einheitskreises in der (y, z)-Ebene ist

O

v O 3.
O -
O -3

Sei E die Einheitskreisscheibe in der (y, z)-Ebene mit Rand I' = E. Wir berechnen

2—-(-1) 3
rot F (z,y,2) = <2z—2z) = (0) .
0-0 0

Der Normalenvektor 7 auf E mit dem I' eine Rechtsschraube bildet, ist (1,0,0). Nach
dem Satz von Stokes ist die gesuchte Arbeit A gegeben durch

am [Fodim [[ nF i //() (o)dA_g//dA_gﬂ

Flache von E =7

Damit ist b) die richtige Antwort.

Frage 20

Sei O die Oberflache eines beschriankten Korpers mit Volumens V. Die Fliche
sei so orientiert, dass die Flichennormale nach aussen zeigt. Ferner seien

)z der Radiusvektor und

Mz,y,2) = (2,9, 2

P = // 7 dA der Fluss des Radiusvektors durch O.
1)

Wie gross ist der Fluss ® des Radiusvektors 7 durch eine gleich orientierte
Oberfliche O eines Korpers mit dem doppelten Volumen 2V'?

v/ O Der Fluss ist doppelt so gross, d.h. d =20.
(O Der Fluss ist das Quadrat desjenigen durch O, d.h. & = &2,
(O Der Fluss ist die dritte Potenz desjenigen durch O, d.h. d = 93,

(O Das lisst sich nicht sagen ohne @ und O explizit zu kennen.

Wegen div 7 = 3 folgt aus dem Satz von Gauss

://@f‘~d_A:3V bzw. // 2V) = 6V.

Der Fluss durch O ist also doppelt so gross.
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