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MUSTERLOSUNGEN

zur Basispriifung Mathematik I und II fiir die Studiengiinge
Agrar-, Erd-, Lebensmittel- und Umweltnaturwissenschaften

1. a) Aus b)

0=(2—-3i—3)—i(z+2+49)
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b) Zweimaliges Anwenden der Regel von Bernoulli-de L’Hospital ergibt

' 1 1 . r—In(z+1) 1--L
lim|( ——— | =lim——* = lim _
z—0 ln(x + 1) X z—0 mln(x + 1) z—0 ]n(;p + 1) + ot
0+ Gy 041 1
z+1 z+1 (z+1)2 1
3. Fur I‘(t) — @Sint sind
i(t) = coste™, i(t) = (—sint +cos’t) ™" und

@(t) = (— cost — 3sintcost + cos® t) eSint,
a) Durch Einsetzen findet man

Z(t) — &(t) cost + z(t) sint

= (— sint + cos®t — cos® t + sint) eSint — .
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b) Das Taylorpolynom dritten Grades von x um ¢ = 0 ist
Z(0) 5
t
6

1 0 t?
=141 t4+-P+-12=1+t+ —.

#(0)

12
9 +

jex(t) = 2(0) + 2(0) t +

2 6 2
4. Fir 2,(t) = asint + bcost sind
t,(t) = acost — bsint und
Zp(t) = —asint — bcost = —x,(1),
also
Zp(t) + a,(t) cost + xp(t) sint
= (sint — 1) 2,(t) + acos®t — bsint cost
= (sint — 1) z,(t) + a —sint (asint + bcost)
=a—xy(t) =a (1l —sint) — bcost.
Somit ist z,, fiir a = —2 und b = 0 eine Losung der Differentialgleichung.

5. Fiir Losungen der homogenen Gleichung () = — tant x(t) gilt
dx

T

:—/tantdtzlncost—l—c, also xz(t) = Ccos(t), C €R.

Um eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung zu finden, machen wir den
Ansatz z(t) = C(t) cost. Einsetzen in die inhomogene Gleichung liefert

. sint

z(t) + tant x(t) = C(t) cost — C(t)sint + C(t) cost

cost
= C(t) cost = tcos’ t,

also

C(t) = /C(t) dt = /tcostdt =tsint + cost + c.
Die allgemeine Losung ist somit von der Form
x(t) = tsintcost + cos®t + ccost, ceR.

Aus 2 = z(0) = 1 + ¢ folgt schliesslich ¢ = 1.

Siehe nichstes Blatt!



6.

a) Bsistz = A 'Agz, also

-2 0 3 -2 449 13
z=11 -1 2 0O l=1-2+6]=14
0o 2 2 3 6 6

-2 0 3
det At =|1 -1 2 :(—2)’_21 ;‘—‘g ;’:12+6:18,
0o 2 2
und fiir
4 30 200 0 3 0
B=12 12]-2102|=(0 1 -2
-1 3 1 010 -1 1 1
. 3 0 .
giltdet B = (—1) 1 _9 = 6. Also ist
det (3AB?) = det (3A4) det B* = 3% det A (det B)®
_ 27 - 36
=27 (det A™1) ™' (det B)® = = 54,
(der4) ™ et B = 2
a) Esist
-1 a 1 2
detA—?’l 3—1—‘_1 a—2(—3—a)—|—a+2——4—a,
also det A = 0 nur fiir a = —4. Mit dieser Wahl von « sind die Spaltenvektoren

von A notwendigerweise komplanar. Z.B. gilt

1 2 2
af-1]=1o|=1{-4]. +)
1 1 3

b) Das Gleichungssystem besitzt genau dann eine Losung, wenn der Vektor b eben-
falls in der von den Spaltenvektoren von A aufgespannten Ebene liegt. Dies wie-
derum ist genau dann der Fall, wenn die Determinante

1

2 2
-1 5 1 2
-1 p 0:2’ ’+‘ ':2(—1—5)+6+2:—5
1 11 L I
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a)

b)

verschwindet, d.h. fiir 5 = 0. Wegen () ist dann offenbar

4
+C|-1], C eR,
-1

18
Il
—_ o O

die Losungsschar. Das Gleichungssystem hat also

i) keine Losung fiir # # 0 und
ii) die Losungsschar (1) fiir 5 = 0.

Alternativ folgt mit dem Gauflverfahren

1 2 2] 2 1 2 2 2
1 40| B8|l~10 -2 2 | Bg+2
1 3 11 0 1 -1] -1
1 2 2
w01 -1 | -1],
00 0 3

woraus sich ebenfalls die Bedingung 5 = 0 und die Losungsschar (1) ergibt.

Das charakteristische Polynom von A ist

2—X\ -1
XA(A):'_l a_)\‘:)\Q—(2+a))\—|—2a—1.

Insbesondere ist x4(3) =9 —3(24+a)+2a—1=2—a = 0nur fira = 2.

Mit a = 2 ist ya(A) = A\* — 4\ + 3. Die Eigenwerte von A sind dann

4EVI6-12
==

Al2 2+1,

also\; =3und \, = 1.

Fiir die zugehorigen Eigenvektoren ergeben sich

(:1 :1) v; =0 = V=0 (_11) , ca€R,
(_11 _11)%:0 = Vy = Co (D, c € R.

Die allgemeine Losung ist somit

z(t) = ce® (_11) + co€t G) , c1,¢ € R.

€3]
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b)

Aus z(0) = (_13) folgt schliesslich

c1+cy = 1,
also c1 =2, co=-—1.
C1 — Cy = 3,

Der Einheitskreis S* = { (z,y) € R?|2? 4+ y* = 1 } wird durch

z(t)\  [cost
o ()= (), ozezan .

parametrisiert. Wegen z = f(x,y) = xy is also

cost
t—(t) = sint , 0<t<2nm, (%)
costsint

eine parametrisierung der Schnittkurve C.

Wegen
Vi(x,y) = (y> und Hess f(z,y) = ((1) (1)>

x
ist der Sattelpunkt im Ursprung der einzige kritische Punkt von f.

Die globalen Extremstellen von f liegen somit auf dem Rand S'. Mit der Para-
metrisierung (x) ergibt sich fiir die Punkte (z(t),y(t)) € S*

1
fx(t),y(t)) = p(t) := costsint = 5 sin(2x) mit
¢'(t) = —sin®t + cos®t = 2cos’t — 1 und
¢"(t) = —4costsint = —2sin(2t).
Die Funktion ¢ besitzt die Extrema % und —% und nimmt diese in den Punkten
Tk
e =—+ — k=0,1,2,3
k 4 + 2 ) 5 Ly Hy Iy

an, wobei

—2 firk =0,2und
"(ty) = —2si <z+k): ’
() S T 2 firk=1,3.

Die Funktion f nimmt auf E also

e das Maximum 1 in den Punkten (£v/2/2, £v/2/2) und
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10.

e das Minimum —1 in den Punkten (+v/2/2, F1/2/2) an.

¢) Mit der Parametrisierung (xx) ergeben sich

—sint sint
A(t) = cost und F(y(t)) = | —cost |, 0<t<2m.
2cos?t —1 costsint
Somit ist
o —sint sint
/ Fds= / cost . cost dt
¢ 0 2cos?t—1 costsint

27
:/ (—Sin2t+COS2t+2COS3tS1nt—COStSiIlt) dt
0

2 2 2
= / cos(2t) dt + 2/ cos” tsin t dt —/ costsint dt
0 0 0

(sin(2t) cos’t  cos? t) o
= - + =0.
2 2 2 —0
Alternativ sieht man auch leicht ein, dass
d d
dé/z - Ex 0
rot F(z,y,2)= | Ly— Lz | =[0],
d

und da der Definitionsbereich von F' einfach zusammenhéngt, ist F' ein Potenti-
alfeld (ein Potential ist z.B. durch ¢(z,y, z) = zy + % gegeben). Insbesondere
verschwindet die Arbeit von F' entlang jedes geschlossenen Weges.

a) F ist die Niveauflache der Funktion
f(x,y,2) = 32% + 2% + 22

zum Niveau 36. Die Tangentialebene an F im Punkt (zg, o, o) ist offenbar ge-
nau dann parallel zur Ebene 3z + 2y + 2z — 3 = 0, wenn die beiden Normalen-
vektoren V f (o, Yo, 20) und (3,2,2)7 kolinear sind, d.h.

61’0 3
V (o, 90,20) = | 4yo | = A | 2 fiirein A € R.
22’0 2
Aus ) )
IOZE, yOZE und Z():>\

Siehe nichstes Blatt!



11.

folgt
A2 A2 9
36 = =3—4+2—+ XN ="\
also A2 = 16 bzw. A\ = +4. Die Tangentialebene zu F ist also genau in den

Punkten (42, +2, £4) zur Ebene 3z + 2y + 2z — 3 = 0 parallel.

b) Esist
g(z,y) = 2 = /36 — 322 — 2y
mit
1 —6x
Vg(z,y) = ——— ) also insbesondere
9(@9) 29(z,y) (—43/>

a1 (9)-100)

Die Richtungsableitung wird daher minimal in Richtung

~vy2) -1 (})

und hat in dieser Richtung den minimalen Wert —|Vg(1,2)| = —1.
a) Esist
T — 0
rot F(z,y,2)=y—y | =10],
Z—z 0

und da der Definitionsbereich von F' einfach zusammenhéngt, ist F' ein Potenti-
alfeld. Ein Potential ist etwa durch ¢(x,y, 2) = zyz gegeben.

b) Die Schnittpunkte sind
1
70)=1{0 sowie v2m)= |0
1

Nach a) entspricht die Arbeit also der Differenz
©(1,0,1) —(1,0,0) =0—-0=0.
Alternativ ergibt sich auch direkt

2 o i sint —sint
/ Fy(t) - 4(t) dt = / scost | - | cost | dt
0 0

costsint 2L
vy

1 27 27
= (/ tcos(2t) dt + / cos t sin t)
2 0 0

T
1 1 2m
= % (2¢sin(2t) + cos(2t) — 2 cos® t) ‘t:o —0.

Bitte wenden!



12. In Polarkoordinaten

r 7 COS AY
(5)-(2)
® rsin ¢
' SRy x

2

\ S

o}

r
—_—

entspricht dieser Bereich B offenbar B = { (r,¢) € (0,00) x (0,27) |0 <r < ¢ }.

Daher ist
2 %) 2m ,’,,2 ®
//dxdy://rdrcM:/ / rdrdgpz/ — dy
B B 0 0 0o 2l
[, 1 g2 470
= — d = — 3 = —.
5 /0 Pdo =2 ==



