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Allgemeine Hinweise fiir Korrektoren:
e Schreibt ein Student bei einer Aufgabe/Teilaufgabe mit ,,Berechnen Sie...“ nur das
Resultat hin, so ergibt das richtige Resultat die volle Punktzahl.

e Hat ein Student bei einer Aufgabe/Teilaufgabe alles richtig bis auf einen offensicht-
lichen Rechenfehler (z.b. 1 + 1 = 3 oder i = 1) so bekommt er einen halben Punkt
Abzug.

1. a) (2 Punkte)
Es gilt
(1,2) % (3,4)=(1-3,1-4+42-3,2-4) = (3,10,8) ap)
und

(1,2) % (3,4) = (1-34+2-4,1-4+2-3) = (11,10). (1 P)

b) (3 Punkte)
Sei y = (Yo, v1, Y2, y3) == (0,0,0,1) € R*. Dann gilt

’ Lk 3k —2ri \ 3k —ri \ 3K 3k
ar =3 (W) g = (wi) :<€ 2 > :<62> — (=)
I= ~ ~- -
2. 4 (1P)
arp)
1 k=0
Ak g 1 k= . )
= ([—1 =" = . Ja,es giltag = —i.
(=) 1 k=2 S
-1 k=
Tae
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¢) (3 Punkte)

a2 = fft(a); 0.5P.)
b2 = fft(b); 0.5P)
2 =a2. % b2; ap)

ifft(c2) arp)
Beispiel fuer alternative Loesung:

ifft (fft(a). = (D))

2. a) (5 Punkte)
Sei a = (0,2), dann gilt v := a — ||a|]2e; = (-2, 2). ap)

Also folgt
vol 10 1 /-2 10 1 /4 —4 0 1
H“)‘I‘znvnz:(() 1)‘1<2>(‘2 2):<0 1)‘1(—4 4):(1 0) @P)
‘r(lP.) v(lP.)
und somit
QzH@FzJM@z(?é) (1P)
und

2 3
R:QTA:(O 1) (1 P)

2. Loesung:Mit Givens-rotation
3. Loesung:Gram-Schmidt
Achtung Losung ist nur eindeutig bis auf Vorzeichen.

b) (2 Punkte)
Es gilt

_ 1 1
conds(B) = [ Blol| B [l = [471lal I ll = 471 7]5 = 1.

v(l P.)

Tap)

¢) (2 Punkte)
U, S, V] = svd(C)
N———

——
arp) ap)

Bemerkung: U und V' vertauscht oder z.B. [ X, Y, Z] = svd(C') zahlt immer noch
als korrekt aber man benétigt drei Argumente auf der linken Seite.
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3. (1 Punkte)
A\Db (1 P.)
Eine andere Moglichkeit wire (obwohl schlecht konditioniert)

(A" xA) \ (A" xb) (1 P.)

4. a) (4 Punkte)
Es gilt f(1) <0, f(2) > Ound

Igl) + ZE(l)

3
(=) =f3>0 AP
also ist © )
T +x 3
a0 =0 T2 (12 aPp)
2 2
Es gilt
(2) (2)
7 +x 5
f(%):f(1)<0 ap)
also ist

53
g = (F—5 ) = (5) AP

b) (4 Punkte)
Fiir £ > [ gilt die Fehlerabschaetzung (Gleichung 1.78 in den Vorlesungsunter-
lagen)

a— b

2(k+1)J

V2 —yW|< |

‘r(2 P.)

— 9—(k+1) < 9—(+1)

Wir setzen nun [ so, dass

) 1
o=(1+1) < 100,22 1085(100) — L= I > [log,(100) — 1] 56

0.5P)

(0.5 P) “(0.5P) (0.5P)

¢) (5 Punkte)
Nein, die Folge konvergiert nicht linear gegen V2. 0.5P)
Begruendung: Es gilt v/2 > 1.4 und deshalb

Y —V2|>14-125=015>01=15-14> [0 —v2].  @QP) (¥
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Lineare Konvergenz wuerde bedeuten, dass es ein L € [0, 1) gibt mit
Vi e N: |y*t) —v2|< Liy®™ — V2. ap)
Insbesondere miisste gelten
ly® = a*|< Ly® — o [< |y — 2. AP
Dies widerspricht sich jedoch mit (*). 0S5P)

5. a) (3 Punkte)
Es gilt f(0) = sin(0) = 0, f(1/2) = sin(7/2) = 1 und f(1) = sin(7) = 0. Also
gilt fuer alle ¢ € R, dass

Ht — 1) Ht —1) ) o
t)=Li(t)= = = —4t(t—1)= —4t 4. S t gilt = (0,4, —4).
p( ) 1( ) (0 _ 1/2)(1 — 1/2> (_1/4> ( )\ + omit g1 g (a07a17a2) ( y Ey )
ap) N «(rl P 0.5P)

b) (5 Punkte)
Gemiss Korollar 6.4.3 mit n = 2 in den Vorlesungsunterlagen gilt

| £ oo 0,111 €20,1.82 [l 00,011
1P = flloojo) < T |

ap)
Wir schitzen ab

1 £ ey = sup [FO(#)]= sup |-7°cos(xt)| < 7%, (1P
te[0,1] te(0,1]

Zudem gilt fiir alle ¢ € [0, 1], dass
€000 (D)= [E(E = 12)(E = 1)|< - [t —Tp[-1<1-1o-1=12  (2P)

“@p)

Insgesamt folgt also

3 3

T (05P)

< Hf(g)Hoo,[o,l}||€to,t17t2\|oo,[0,1} < — _ '
3! —2-6 12

||p - f”oo,[O,l] >~

Die Fehlerabschaetzung sup,¢(o 1 [p(t) — f(¢)|< 7{—; ist also gueltig. 0.5P.)

6. a) (2 Punkte)
Es gilt

O+ +F2) _, 2+4-22+2° , 1+4-2+4 13

6 6 6 3

(. J
v~

Tap) (1P)

Q(f) =2
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b) (2 Punkte)

Es gilt
QU%_ﬂm+fu)+ﬂn+f@y_ﬂm+2ﬂn+f@)_THQ-T+2?_2+4+4_9
S 2 2 2 B 2 2 2’

Tap) Tap)
c) 1) (2 Pynkte)
Ja, () ist von Ordnung 1, 0.s5P)
denn fiir ay € R beliebig und g: [0, 2] — R gegeben durch g(x) = aj fiir alle
z € [0,2] gilt
9(0) +29(1) + 9(2) _ a0 +2ao+ao _ 4ag
Qg) = = =—=2a  (0.5P)

2 2 2
und

2 2

/ g(x)dx = / ap dx = 2aqg. 0.5P)
0 0

Die Quadraturformel Q ist also exakt fiir jedes p € Py (Oder z.B.: Die Qua-
draturformler ist also exakt fiir jedes Polynome vom Grad < 0) und somit
von Ordnung 1. 05P)

ii) (2 Punkte)

Ja, @) ist von Ordnung 2, 0s5P)
denn fiir ag, a; € R beliebig und g: [0,2] — R gegeben durch g(z) = ag +
ax fir alle z € [0, 2] gilt
0) 4+ 2¢g(1 2 2 2 4 4
Q@%=“)+'M)+g<)=a“+[%+aﬂ+m“%aﬂ: WM 9ap12a,  (0.5P)

2 2 2

und

2 2 2 27 =2
/ g(x)dr = / ao dx+a1/ rdr = 2ap+a, [%} = 2a0+2a,. 0.5P)
0 0 0

=0

Die Quadraturformel () ist also exakt fiir jedes p € P; (Oder z.B.: Die Qua-
draturformler ist also exakt fiir jedes Polynome vom Grad < 1) und somit
von Ordnung 2. 0s5P)

iii) (2 Punkte)
Nein, Q ist nicht von Ordnung 3, 05P)
denn es gilt z.B. fiir g: [0,2] — R gegeben durch g(z) = 2 fiir alle z €
[0, 2], dass

9(0) +2g(1) +g(2) 2+4
2 2

Q(g) = 3 (0.5P)
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und

2 133 =2 8
gxdx:{—l = -
| o= 5| =3

Da f02 g(z)de = § #3 = Q(g) and dagz € Ps, gilt also nicht, dass Q(p) =
f02 p(z) dz fiir alle p € Py und somit ist () nicht von Ordnung 3. 0.5P)

Bemerkung: Falls a) und b) nur fiir die Monome 1 und = gezeigt wird, benotigt
man noch zusitzliche Argumente, unter anderem, dass Q linear ist.

7. a) (2 Punkte)
Es gilt Yy = 1 und

Vi=Yo+hf(Yo)=1+1Y2(-1)°=1—12=12  @1AP)
und daher

Yy =Y, + hf (Y1) = Yo+ Y2 (=1/2)° = 12 — 116 = 7/1. (1P)

b) (1 Punkte)
p=1.

¢) (2 Punkte)
Es gilt Zy = 1 und

2= Tyt o f(Z0) + (% + hf (Z)

[\ J/

v(l P.)

= 1S [+ S+ (CD%)] = 1L+ S 1) + F(0)] = 1+ 5
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