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1. a) Berechne die Singulärwertzerlegung A = V DUT der reellen Matrix

A =

1 −1
0 1
1 0

 .

Das heisst: U und V sind orthogonal und für D = (dij) gilt dij = 0, falls i 6= j.

b) Berechne die Singulärwertzerlegung von AT .

2. Seien V,W endlichdimensionale C-Vektorräume mit Skalarprodukten. Die Singulär-
werte von f : V → W sind definiert als die Quadratwurzeln der strikt positiven
Eigenwerte von f ∗ ◦ f .

Zeige: Eine strikt positive reelle Zahl σ ist genau dann ein Singulärwert von f , wenn
es Vektoren v ∈ V \ {0} und w ∈ W \ {0} gibt mit f(v) = σw und f ∗(w) = σv.

3. Zeige mit Hilfe des Hauptminorenkriteriums: Die quadratische Form q : R3 → R mit

(x1, x2, x3) 7→ x21 + 2x22 + 6x23 − 2x1x3 + 4x2x3

ist positiv definit. Sei nun M die Koordinatenmatrix von q bezüglich der Standardba-
sis. Berechne die Cholesky-Zerlegung von M . Das heisst: finde eine untere Dreiecks-
matrix L ∈ Mat33 (R) mit positiven Diagonaleinträgen, sodass M = LLT gilt.

4. Sei K ein Körper und seienU, V,W (nicht unbedingt endlichdimensionale) K-Vektorräume.
Beweise, dass gilt

a) V ⊗W ∼= W ⊗ V ,

b) K⊗ V ∼= V ,

c) (V ⊕W )⊗ U ∼= (V ⊗ U)⊕ (W ⊗ U).

Bitte wenden!



5. a) Zeige: Für v ∈ V , w ∈ W gilt

v ⊗ w = 0 ∈ V ⊗W ⇐⇒ v = 0 oder w = 0.

b) Seien v1, . . . , vn ∈ V linear unabhängig undw1, . . . , wn ∈ W mit
n∑

i=1

vi⊗wi = 0.

Zeige, dass w1 = · · · = wn = 0.

6. Online-Abgabe

1. Die Singulärwerte einer invertierbaren normalen Selbstabbildung eines unitären
Vektorraums sind:

(a) die Eigenwerte.

(b) die Quadratwurzeln der Eigenwerte.

(c) die Quadrate der Eigenwerte.

(d) die Absolutbeträge der Eigenwerte.

2. Für welche der folgenden U, V,D ist A = V DU∗ eine Singulärwertzerlegung der
allgemeinen unitären Matrix A ∈ U(n)?

(a) U = A∗, V = In, D = In.

(b) U = In, V = A, D = In.

(c) U = In, V = In, D = A.

(d) U = S, V = S∗, D = diag(eiϕ1 , ..., eiϕn) wobei A = SDS∗ nach dem Spektral-
satz.

Siehe nächstes Blatt!



3. Betrachte:

β =

(
0
2

)
⊗
(
1
3

)
−
(
3
1

)
⊗
(
2
0

)
.

Welche der folgenden Tensoren sind gleich β?

(a) −6
(
1
0

)
⊗
(
1
0

)
+ 6

(
0
1

)
⊗
(
0
1

)
.

(b) 2e2 ⊗ 3e2 − 3e1 ⊗ 2e1.

(c)
(
1
6

)
⊗
(
0
1

)
−
(
1
0

)
⊗
(
6
1

)
.

4. Welche der folgenden Aussagen über V = C2 ⊗ C3 sind korrekt?

(a) dimV = 5.

(b) dimV = 6.

(c) {ei ⊗ 0 | i = 1, 2} ∪ {0⊗ ej | j = 1, 2, 3} bildet eine Basis von V .

(d) {ei ⊗ ej | i = 1, 2; j = 1, 2, 3} bildet eine Basis von V .

5. Welche der folgenden Aussagen über V = C2 ⊕ C3 sind korrekt?

(a) dimV = 5.

(b) dimV = 6.

(c) {(ei, 0) | i = 1, 2} ∪ {(0, ej) | j = 1, 2, 3} bildet eine Basis von V .

(d) {(ei, ej) | i = 1, 2; j = 1, 2, 3} bildet eine Basis von V .

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Montag, den 12. Mai 2014 am Anfang der Übungs-
stunde oder vor 10:00 Uhr im Fächlein im HG J 68.


