D-MATH, D-PHYS, D-CHAB Lineare Algebra I1 FS 14
Manfred Einsiedler

Serie 9

1. Sei V ein unitérer, endlichdimensionaler Vektorraum. Ein Endomorphismus £ heisst
normal, falls F o 24 = Fad o F gilt,

a) Zeige, dass sowohl unitére als auch selbstadjungierte Endomorphismen normal
sind.

b) Zeige, dass normale Endomorphismen diagonalisierbar sind.

2. Sei V der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad kleiner oder gleich 2. Sei
F:V =V, pt)— (t+1)p)

und
{p,q) == p(0)q(0) + p'(0)¢'(0) + p"(0)q" (0).

a) Zeige, dass (-, -) ein Skalarprodukt ist.

b) Bestimme die zu F' adjungierte Abbildung beziiglich (-, -).

¢) Sei ¢ € V* gegeben durch ¢(p) = folp(t)dt. Finde ein v € V, so dass ¢(p) =
(p,v).

3. Welche der drei folgenden reellen symmetrischen Matrizen sind positiv definit?

33 2 3 3 0 -1 0
6 3 4
31 1 2 0 6 1 1
A= 21 2 1} B = i ; g U= -1 1 8 2
321 3 0 1 2 5

Hinweis: Verwende das Hauptminorenkriterium.

4. Sei
3 -2 1 =2
-2 3 =2 1
G= 1 -2 3 =2
-2 1 -2 3

Bitte wenden!



eine reelle, symmetrische Matrix. Fiihre fiir G eine Hauptachsentransformation durch,
d. h. bestimme eine Matrix 7" € SO(4) und eine Diagonalmatrix D, sodass D =
T-'GT.

Hinweis: Alle Eigenwerte von G sind ganzzahlig. Bei der Faktorisierung des charak-
teristischen Polynoms von G hilft die Tatsache, dass das Produkt der Nullstellen den
konstanten Term ergibt.

. Bestimme zur Matrix

€ Mat44 (R) .

O = = O
w o O =
N O O
SN WO

eine kongruente Matrix in Normalform und gib die Transformationsmatrix an.

IN

. Sei A eine reelle, symmetrische n x n-Matrix mit den Eigenwerten \; < Ay < ...
An-

a) Zeige, dass

A A
Ay = min (Az, 7) und )\, = max < x,x>'
z#0 (r,x) 20 (z, 1)
b) Zeige, dass
A
A = min { max < x,a:>}’ r=1,...,n.
WCR", dimW=r | zew\{o} (x,x)

Siehe nichstes Blatt!



7. Online-Abgabe

1. Sei A eine normale Matrix, p € C[t] ein Polynom. Welche Aussagen sind allgemein
korrekt?

@ p(A) = p(4°).

(b) Ai(A*) = (A*) Al fiird, j € N.

(¢) p(A) ist normal.

(d) Jeder Eigenwert A von A ist auch Eigenwert von p(A).

(e) Jeder Eigenvektor v von A ist auch Eigenvektor von p(A).

2. Seien U,V unitire n x n Matrizen, A\ = 2™ ¢ € R. Welche Aussagen sind
allgemein korrekt?

(a) U + V istunitér.
(b) AU ist unitir.

(¢c) U~!istunitir.
(d) UV ist unitr.

(e) U(n) ist ein Untervektorraum von Mat,,, (C).

3. Seien A, B positiv definite Matrizen. Welche Aussagen sind im Allgemeinen kor-
rekt?

(a) A+ B ist positiv definit.
(b) A — B ist positiv definit.
(c) AA ist positiv definit, fiir Re\ > 0.

(d) AAist positiv definit, fiir 0 < A € R.

Abgabe der schriftlichen Aufgaben: Montag, den 28. April 2014 am Anfang der Ubungs-
stunde oder vor 10:00 Uhr im Féchlein im HG J 68.



