Satz von Gauss

In diesem Abschnitt méchten wir den Satz von Gauss oder auch Divergenz-
satz fiir einen Spezialfall beweisen.

Satz von Gauss. Es sei das Vektorfeld F(z,y, z) differenzierbar in D, mit
S = 0D eine orientierbare Fliche. Dann gilt:

/D//didevz/S/F.nds,

wobei n der nach aussen zeigende Normalvektor ist.
Fiir den Beweis brauchen wir folgende Aussage iiber die partielle Integration
im Raum:

Satz (Partielle Integration im Raum). Die Funktion A(z,y, z) habe in
D eine stetige Ableitung 0,h(z,y, z). Dann gilt

// azh(xayaz) dv = //h(az,y,z) n3dS,
D oG

wobei (n1,ng,n3) die Einheitsnormale nach aussen ist.

Beweis: Fiir den Beweis betrachtet man entsprechend zuerst den ein-
fachsten Fall, dass das Gebiet D begrenzt ist von den zwei Fliachen z =
z1(z,y) und z = zs(x,y) — siche Abbildung 1 — hier heisst das Gebiet G
statt D:

Die Einheitsnormale zu einer Fliche z = z(z,y) ist gegeben durch

+ (3;,;2(3:7 y)7 8y2(l‘, 3/), _1)
1+ |Vz(z,y)?

wobei das Vorzeichen angibt, ob die Normale nach aussen oder nach innen
zeigt. Andererseits haben wir gefunden, dass das Oberflichenlement im
vorliegenden Fall gegeben ist durch

dS = /14 |Vz(z,y)|? dzedy.

Es gilt demnach ng - dS = dxdy auf z = z3(z,y) und ns3 - dS = —dxdy auf
z = z1(x,y). Wir schreiben die Integrale wieder aus:

z2(@,y)
// 0.h(x,y,z)dV = /// 0.h(zx,y, z) dzdxdy,
- Zl(mvy)
D D



Zl(zfy)

Abbildung 1: Ein Gebiet im Raum begrenzt von zwei Fléichen

wobei D (in der Abbildung G) die Projektion von G (Schatten) auf die
(z,y)-Ebene ist. Nach einem Integrationsschritt erhalten wir

[[] o:ta.v.2rav = [ [ hw.y.z0(a.) = oy 21(0,) oy,
> b

Nun schreiben wir das andere Integral aus, und beachten das Vorzeichen
der Normalen oben und unten. Das liefert aber direkt

[[ vz mads = [[ oy 206, — b o.0)) dod,
g b

also das gleiche Ergebnis. |
BEMERKUNGEN:

(a) Fiir kompliziertere Gebiete muss man eine Zerlegung in einfache Ge-
biete vornehmen,; fiir die einfachen Teilgebiete kann man den obigen
Satz anwenden und durch Zusammensetzung bekommt man dann die
allgemein giiltige Version.

(b) Wie schon bei zwei Variablen kann man die Rollen der Variablen
vertauschen und beschreibt dann die Oberfliche von D als y = y(z, 2)



oder z = z(y, z). Genau die gleichen Uberlegungen wie oben geben
dann die analogen Versionen:

// 8zf($>y72) dV = //f(x,y,Z) -ny d5’7
b S

///8yg($,y, z)dV = //g(x,y,z).nzdsl

b S

Waihlt man schliesslich f(z,y,2) = vi(z,y, 2), g(x,y,2) = va(x,y, 2)
und h(x,y,z) = vs(z,y,z) und addiert die Integrale, bekommt man
die dreidimensionale Version des Satzes von Gauss.



