
Analysis I - D-ITET (HS 2011):
DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL

Dietmar A. Salamon
ETH-Zürich
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1 Der Integralbegriff

Seien zwei reelle Zahlen a < b und eine reellwertige Funktion

f : [a, b] → R

gegeben. Unser Ziel ist es, den Flächeninhalt A des Gebietes zwischen der
x-Achse und dem Graphen von f mathematisch genau zu definieren. (Siehe
Abbildung 1.) Dies ist sehr einfach, wenn die Funktion f überall den kon-

ba

A f

Abbildung 1: Das Integral als Flächeninhalt.

stanten Wert f(x) = c hat für eine feste reelle Zahl c ∈ R. In diesem Fall ist
die Fläche unter dem Graphen von f ein Rechteck und wir definieren dessen
Flächeninhalt einfach als Breite mal Höhe, also als das Produkt A = (b−a)c.
Man beachte, dass die Zahl c auch negativ sein darf und dann ist auch der
Flächeninhalt A negativ. Eine fast ebenso einfache Formel ergibt sich für eine
Funktion, die sich aus konstanten Funktionen auf endlich vielen Teilinterval-
len von [a, b] zusammensetzen lässt. Für allgemeine beschränkte Funktionen
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kann man nun wie folgt vorgehen. Wir wählen eine Aufteilung des Intervalls
[a, b] in endlich viele Teilintervalle. Aus jedem dieser Teilintervalle ersetzen
wir f durch eine Funktion die auf diesem Teilintervall konstant ist und in
einem noch zu klärenden Sinn nicht allzu stark von f abweicht. Dann bilden
wir die Summe der Flächeninhalte der auf diese Weise erhaltenen Rechtecke.
Diese Summe ist als Näherungswert für das gewünschte Integral zu verste-
hen. Um den genauen Wert des Integrals festzulegen bilden wir immer feiner
Unterteilungen des Intervalls. Wir nennen diese Aufteilungen des Intervalls
in Teilintervalle Partitionen. Es ist dann das Grenzwertverhalten der diesen
Partitionen zugeordneten Summen zu untersuchen.

2 Definition des Integrals

In diesem Abschnitt sind a < b zwei reelle Zahlen und

I := [a, b]

ist das kompakte Intervall mit den Randpunkten a, b.

Definition 2.1 (Partitionen). Eine Partition von I ist eine endliche Teil-
menge P ⊂ I welche die Randpunkte a, b enthält. Die Menge aller Partitionen
von I bezeichnen wir mit

P := P(I) = {P ⊂ I | a, b ∈ P, P ist endlich} .

Es sei daran erinnert, dass eine nichtleere Menge P endlich genannt wird
wenn eine natürliche Zahl n und eine bijektive Abbildung φ : {1, . . . , n} → P
existiert. In diesem Fall ist die Zahl n ∈ N unabhängig von der Wahl der
Abbildung φ. Sie wird Anzahl der Elemente von P genannt und mit #P
bezeichnet. Es ist klar zu unterscheiden zwischen den Begriffen beschränkt
und endlich. Zum Beispiel ist jedes Intervall in R, das mehr als einen Punkt
enthält eine unendliche (sogar eine überabzählbare) Teilmenge von R, und
zwar auch dann, wenn es sich um ein beschränktes Intervall handeln sollte.
Im vorliegenden Fall enthält unsere endliche Teilmenge P ⊂ I auf jeden Fall
die Randpunkte a und b. Da diese voneinander verschieden sind, enthält P
also mindestens zwei Elemente. Damit ist

N := #P − 1 ∈ N

eine natürliche Zahl und N + 1 ist die Anzahl der Elemente von P .
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Nach Definition der Anzahl der Elemente existiert eine bijektive Abbil-
dung φ : {0, 1, . . . , N} → P. Wir bezeichnen die Bildpunkte dieser Abbildung
mit xk := φ(k), k = 0, 1, . . . , N . Da φ bijektiv ist, kommt jedes Element von
P genau einmal als Bildpunkt vor. Damit ist P die Menge

P = {x0, x1, . . . , xN}.

Nun können wir die Elemente von P so umordnen, falls notwendig, dass jedes
Element xk mit k ≥ 1 grösser ist als das vorangegangene Element xk−1. Dann
ist notwendigerweise x0 = a und xN = b und es gilt

a = x0 < x1 < x2 < · · · < xN−1 < xN = b. (1)

Jede Partition P ∈ P(I) mit #P = N + 1 bestimmt also mittels dieser
Anordnung eine Aufteilung des Intervalls I = [a, b] in N Teilintervalle der
Form [xk−1, xk], k = 1, . . . , N . Jeder solchen Partition und jeder beschränkten
Funktion f : I → R können wir nun wie folgt zwei endliche Summen (als
Flächeninhalte verstanden) zuordnen.

Definition 2.2 (Ober- und Untersumme). Sei f : I → R eine beschränk-
te Funktion und P = {x0, x1, . . . , xN} eine Partition von I, so dass (1) gilt.
DieUntersumme S(f, P ) und dieObersumme S(f, P ) (siehe Abbildung 2)
sind definiert durch

S(f, P ) :=

N
∑

k=1

inf
[xk−1,xk]

f · (xk − xk−1),

S(f, P ) :=

N
∑

k=1

sup
[xk−1,xk]

f · (xk − xk−1).

(2)

a bx x x x x x==
0

x 1 2 3 4 5 6

Abbildung 2: Die Ober- und Untersumme.
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Lemma 2.3. Seien a < b reelle Zahlen und sei f : I := [a, b] → R eine
beschränkte Funktion. Dann gilt

sup
P∈P(I)

S(f, P ) ≤ inf
P∈P(I)

S(f, P ). (3)

Beweis. Für je zwei Partitionen P,Q ∈ P(I) gilt die Ungleichung

P ⊂ Q =⇒ S(f, P ) ≤ S(f,Q) ≤ S(f,Q) ≤ S(f, P ). (4)

Um dies zu verstehen, ist es nützlich, zunächst den Fall zu betrachten, dass
die Partition Q genau einen Punkt mehr enthält als P . Sei P = {x0, . . . , xN},
wobei die Punkte xk die Bedingung (1) erfüllen. Dann ist Q = P ∪{ξ} wobei
ξ ein neuer Unterteilungspunkt, also nicht gleich einem der Elemente von P
ist. Dann gibt es genau ein ℓ ∈ {1, . . . , N}, so dass

xℓ−1 < ξ < xℓ

ist. Damit erhält man

sup
[xℓ−1,ξ]

f · (ξ − xℓ−1) + sup
[ξ,xℓ]

f · (xℓ − ξ) ≤ sup
[xℓ−1,xℓ]

f · (xℓ − xℓ−1).

Addiert man dazu alle Summanden in (2) mit k 6= ℓ so ergibt sich die Un-
gleichung S(f,Q) ≤ S(f, P ). Ebenso beweist man S(f,Q) ≥ S(f, P ). Da-
mit ist (4) für den Fall bewiesen, dass Q genau ein Element mehr als P
enthält. Der allgemeine Fall lässt sich hierauf leicht durch vollständige In-
duktion zurückführen.

Nun folgt aus (4), dass die Zahl S(f,Q) für jede Partition Q ∈ P(I) eine
obere Schranke für die Menge {S(f, P ) |P ∈ P(I)} ist. Also folgt aus der
Definition des Supremums als kleinste obere Schranke, dass

sup
P∈P(I)

S(f, P ) ≤ S(f,Q)

ist. Diese Ungleichung gilt für jede Partition Q ∈ P(I). Das heisst wie-
derum, dass die Zahl supP∈P(I) S(f, P ) eine untere Schranke für die Men-

ge
{

S(f,Q) |Q ∈ P(I)
}

ist. Also folgt aus der Definition des Infimums als
grösste untere Schranke, dass die Ungleichung

sup
P∈P(I)

S(f, P ) ≤ inf
Q∈P(I)

S(f,Q)

gilt. Damit ist Lemma 2.3 bewiesen.
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Definition 2.4 (Integral). Eine beschränkte Funktion f : I → R heisst
Riemann integrierbar wenn in (3) Gleichheit gilt. In diesem Fall nennen
wir die Zahl

∫ b

a

f(x) dx := sup
P∈P(I)

S(f, P ) = inf
P∈P(I)

S(f, P ) (5)

das Integral von f über dem Intervall I = [a, b].

Beispiel 2.5. Sei c ∈ R und f : I → R die konstante Funktion mit dem
Wert c, das heisst

f(x) = c

für alle x ∈ I. Dann gilt

S(f, P ) = S(f, P ) = (b− a)c.

Daher ist f Riemann integrierbar und

∫ b

a

f(x) dx = (b− a)c.

In diesem einfachen Fall stimmt als unsere Definition mit der Interpretati-
on des Flächeninhalts als Breite mal Höhe überein. Man beachte, dass die
Konstante c auch negativ sein darf.

Beispiel 2.6. Sei x0 ∈ I und c0 ∈ R und f0 : I → R die Funktion

f0(x) :=

{

c0, für x = x0,
0, für x 6= x0.

Diese Funktion ist Riemann integrierbar und ihr Integral verschwindet. Ist
c0 > 0, so ist die Untersumme S(f0, P ) für jede Partition P ∈ P(I) gleich
Null, währen die Obersumme S(f0, P ) durch geeignete Wahl der Partition
beliebig klein gewählt werden kann.

Beispiel 2.7. Sei f : I → R die Funktion

f(x) :=

{

1, für x ∈ [a, b] \Q,
0, für x ∈ [a, b] ∩Q.

Dann gilt S(f, P ) = 0 und S(f, P ) = 1 für jede Partition P ∈ P(I). Also ist
diese Funktion nicht Riemann integrierbar.
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Lemma 2.8. Sei f : I → R eine beschränkte Funktion. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent.

(i) f ist Riemann integrierbar.

(ii) Für jedes ε > 0 existiert eine Partition Q ∈ P(I) mit

S(f,Q)− S(f,Q) < ε. (6)

Beweis. Wir beweisen (i) =⇒ (ii). Sei also f Riemann integrierbar und

A :=

∫ b

a

f(x) dx = sup
P∈P(I)

S(f, P ) = inf
P∈P(I)

S(f, P ).

Sei ε > 0 gegeben. Dann gilt

A−
ε

2
< sup

P∈P(I)

S(f, P ), inf
P∈P(I)

S(f, P ) < A+
ε

2
.

Nach Definition von Supremum und Infimum folgt daraus, dass zwei Partition
P0, P1 ∈ P(I) existieren, so dass gilt:

A−
ε

2
< S(f, P0), S(f, P1) < A+

ε

2
. (7)

Definiere Q := P0 ∪ P1. Dann gilt P0 ⊂ Q und P1 ⊂ Q und, nach (4)

S(f, P0) ≤ S(f,Q), S(f,Q) ≤ S(f, P1). (8)

Aus (7) und (8) folgt

A−
ε

2
< S(f,Q) ≤ S(f,Q) < A +

ε

2

und hieraus folgt sofort die gewünschte Ungleichung (6).
Wir beweisen (ii) =⇒ (i). Sei ε > 0 gegeben. Dann gibt es, nach (ii), eine

Partition Q ∈ P(I), welche die Ungleichung (6) erfüllt. Hieraus folgt

inf
P∈P(I)

S(f, P ) ≤ S(f,Q) < S(f,Q) + ε ≤ sup
P∈P(I)

S(f, P ) + ε.

Also gilt die Ungleichung

sup
P∈P(I)

S(f, P ) ≤ inf
P∈P(I)

S(f, P ) < sup
P∈P(I)

S(f, P ) + ε

für jedes ε > 0 und das ist nur möglich wenn in (3) Gleichheit gilt. Damit
ist f Riemann integrierbar, wie behauptet.
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Satz 2.9. (i) Jede stetige Funktion f : I → R ist Riemann integrierbar.

(ii) Jede monotone Funktion ist Riemann integrierbar.

Beweis. Sei f : I → R eine stetige Funktion. Da das Intervall

I = [a, b]

(mit der Standardmetrik auf den reellen Zahlen) ein kompakter metrischer
Raum ist, wissen wir aus der Vorlesung, dass f gleichmässig stetig ist. Das
heisst

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x, x′ ∈ I :
(

|x− x′| < δ =⇒ |f(x)− f(x′)| < ε
)

.

Wir zeigen nun, dass f die Bedingung (ii) in Lemma 2.8 erfüllt. Sei also

ε > 0

gegeben. Da f gleichmässig stetig ist, existiert eine Konstante δ > 0, so dass
für alle x, x′ ∈ I folgendes gilt:

|x− x′| < δ =⇒ |f(x)− f(x′)| <
ε

b− a
.

Nun wählen wir eine Partition

Q = {x0, x1, . . . , xN}

von I so dass (1) gilt und

xk − xk−1 < δ, k = 1, . . . , N.

Dann gilt für jedes k ∈ {1, . . . , N} und je zwei Elemente x, x′ ∈ [xk−1, xk],
dass |x− x′| < δ ist und daher |f(x)− f(x′)| < ε/(b− a). Also gilt folgendes

f(x) < f(x′) +
ε

b− a
∀x, x′ ∈ [xk−1, xk] ∀k ∈ {1, . . . , N}.

Daraus folgt

f(x) ≤ inf
[xk−1,xk]

f +
ε

b− a

für alle x ∈ [xk−1, xk] und daher

sup
[xk−1xk]

f ≤ inf
[xk−1,xk]

f +
ε

b− a
, k = 1, . . . , N.
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Multiplizieren wir diese Ungleichung mit der positiven Zahl xk − xk−1 und
summieren über alle k so erhalten wir

S(f,Q) =

N
∑

k=1

sup
[xk−1xk]

f · (xk − xk−1)

≤
N
∑

k=1

(

inf
[xk−1,xk]

f +
ε

b− a

)

(xk − xk−1)

=

N
∑

k=1

inf
[xk−1xk]

f · (xk − xk−1) +
ε

b− a

N
∑

k=1

(xk − xk−1)

= S(f,Q) + ε.

Wir haben also gezeigt, dass für jedes ε > 0 eine Partition Q ∈ P(I) exi-
stiert, die die Ungleichung

S(f,Q)− S(f,Q) ≤ ε

erfüllt. Das heisst, dass f die Bedingung (ii) in Lemma 2.8 erfüllt. Daher ist
die Funktion f Riemann integrierbar. Damit ist (i) bewiesen.

Sei f : I → R monoton wachsend und ε > 0. Wähle δ > 0 so, dass

δ (f(b)− f(a)) < ε

ist. Wähle Q = {x0, x1, . . . , xN} ∈ P(I) so, dass

xk − xk−1 < δ, k = 1, . . . , N.

Dann gilt

S(f,Q)− S(f,Q) =
N
∑

k=1

(f(xk)− f(xk−1)) (xk − xk−1)

≤ δ

N
∑

k=1

(f(xk)− f(xk−1))

= δ(f(b)− f(a))

< ε.

Wir haben also wieder gezeigt, dass für jedes ε > 0 eine Partition Q ∈ P(I)
existiert, die die Ungleichung S(f,Q) − S(f,Q) < ε erfüllt. Also folgt aus
Lemma 2.8, dass f Riemann integrierbar ist. Damit ist Satz 2.9 bewiesen.
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3 Riemannsche Summen

In diesem Abschnitt charakterisieren wir das Integral als einen Grenzwert und
die Integrierbarkeit als eine Aussage über die Existenz dieses Grenzwertes.
Wir betrachten wieder ein kompaktes Intervall I = [a, b] mit a < b. Sei
P = {x0, x1, . . . , xN} ∈ P(I) so dass (1) gilt, und definiere

µ(P ) := max {xk − xk−1 | k = 1, . . . , N} , N(P ) := N = #P − 1.

Die Zahl µ(P ) > 0 wird Feinheit der Partition P genannt und N(P ) ist die
Anzahl der Intervalle, in die P das Intervall I unterteilt.

Satz 3.1 (Riemannsche Summen). Sei f : I → R eine beschränkte Funk-
tion und A ∈ R. Folgende Aussagen sind äquivalent.

(I) f ist Riemann integrierbar und A =
∫ b

a
f(x) dx.

(II) Für jedes ε > 0 existiert ein P ∈ P(I) so dass

A− ε < S(f, P ) ≤ S(f, P ) < A+ ε. (9)

(III) Für jedes ε > 0 existiert ein δ > 0, so dass für jedes P ∈ P(I) gilt:

µ(P ) < δ =⇒ A− ε < S(f, P ) ≤ S(f, P ) < A+ ε. (10)

(IV) Für jedes ε > 0 existiert eine Zahl δ > 0, so dass für jede Partition
P = {x0, x1, . . . , xN} von I (die (1) erfüllt) und alle ξ1, . . . , ξN ∈ R gilt:

µ(P ) < δ
xk−1 ≤ ξk ≤ xk ∀k

=⇒

∣

∣

∣

∣

∣

A−
N
∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

∣

∣

∣

∣

∣

< ε. (11)

Dieser Satz lässt sich auch so formulieren: Eine beschränkte Funktion
f : I → R ist genau dann Riemann integrierbar wenn der Grenzwert

∫ b

a

f(x) dx := lim
µ(P )→0

ξk∈[xk−1,xk]

N
∑

k=1

f(ξk) (xk − xk−1) (12)

existiert. Die Summen in (12) werden Riemannsche Summen genannt.
Man beachte hier die Parallele in der Schreibweise zwischen dem Integral-
zeichen auf der linken Seite und dem Summenzeichen auf der rechten Seite,
dem Integranden f(x) auf der linken Seite und den Faktoren f(ξk) auf der
rechten Seite, sowie dem Differential-Symbol dx auf der linken Seite und der
Differenz ∆xk = xk − xk−1 auf der rechten Seite.
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Lemma 3.2. Sei f : I → R eine beschränkte Funktion und M > 0 so dass

−M ≤ f(x) ≤ M (13)

für alle x ∈ I. Dann gilt für alle P,Q ∈ P(I)

S(f, P ) ≥ S(f,Q)− 4Mµ(P )N(Q),

S(f, P ) ≤ S(f,Q) + 4Mµ(P )N(Q).
(14)

Beweis. Sei P = {x0, x1, x2, . . . , xN} so numeriert, dass (1) gilt. Für k =
1, . . . , N definieren wir die relllen Zahlen h+

k und h−

k durch die Formel

h±

k :=

{

sup[xk−1,xk]
f, falls [xk−1, xk] ∩Q = ∅,

±M, falls [xk−1, xk] ∩Q 6= ∅.

Hier tritt der zweite Fall für jeden der Endpunkte a und b genau einmal auf.
Darüber hinaus hat die Menge Q noch N(Q)−1 weitere Elemente und jedes
dieser Elemente kann in höchstens zwei der Teilintervalle [xk−1, xk] enthalten
sein. Damit tritt der Fall h+

k − h−

k = 2M höchstens 2N(Q) mal auf. In allen
anderen Fällen gilt h+

k − h−

k = 0. Daraus folgt die Ungleichung

N
∑

k=1

(

h+
k − h−

k

)

≤ 4M ·N(Q). (15)

Ausserdem gilt

N
∑

k=1

h−

k (xk − xk−1) ≤ S(f, P ∪Q) ≤ S(f,Q). (16)

Unter Verwendung von (15) und (16) erhalten wir

S(f, P ) =
N
∑

k=1

sup
[xk−1,xk]

f · (xk − xk−1)

≤
N
∑

k=1

h+
k · (xk − xk−1)

≤
N
∑

k=1

h−

k · (xk − xk−1) +
N
∑

k=1

(

h+
k − h−

k

)

µ(P )

≤ S(f,Q) + 4M ·N(Q)µ(P ).

Damit ist die zweite Ungleichung in (14) gezeigt. Die erste folgt aus der
zweiten, indem man f durch −f ersetzt und die Formel S(−f, P ) = −S(f, P )
verwendet. Damit ist Lemma 3.2 bewiesen.
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Beweis von Satz 3.1. Wir beweisen (III) =⇒ (IV). Dies folgt sofort aus der
Ungleichung

S(f, P ) ≤
N
∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1) ≤ S(f, P )

für jede Partition P = {x0, x1, . . . , xN} des Intervalls I = [a, b] die (1) erfüllt
und alle ξk ∈ [xk−1, xk], k = 1, . . . , N .

Wir beweisen (IV) =⇒ (III). Dazu betrachten wir eine feste Partition
P = {x0, x1, . . . , xN} des Intervalls I = [a, b] die (1) erfüllt. Bilden wir
das Supremum der Riemannschen Summen über alle N -Tupel reeller Zahlen
ξ1, . . . , ξN in den Intervallen xk−1 ≤ ξk ≤ xk so erhalten wir die Obersumme:

sup
ξ1,...,ξN

N
∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1) = S(f, P ).

Ebenso ergibt sich beim Infimum die Untersumme:

inf
ξ1,...,ξN

N
∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1) = S(f, P ).

Ist also ε > 0 gegeben und wählen wir δ > 0 wie in (IV) so gilt für jedes
P ∈ P(I) mit µ(P ) < δ die Ungleichung

A− ε ≤ S(f, P ) ≤ S(f, P ) ≤ A+ ε.

Daraus folgt (III).
Wir beweisen (I) =⇒ (III). Sei also f Riemann integrierbar und

A =

∫ b

a

f(x) dx = sup
P∈P(I)

S(f, P ) = inf
P∈P(I)

S(f, P ). (17)

Sei ε > 0. Nach Lemma 2.8 existiert eine Partition Q ∈ P(I) so, dass

S(f,Q)− S(f,Q) <
ε

2
. (18)

Wähle M > 0 so, dass (13) gilt und wähle δ > 0 so, dass

4M ·N(Q)δ <
ε

2
. (19)
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Dann erfüllt jede Partition P ∈ P(I) mit µ(P ) < δ die Ungleichung

S(f, P ) ≤ S(f,Q) + 4Mµ(P )N(Q)

≤ S(f,Q) + 4MδN(Q)

< S(f,Q) +
ε

2
< S(f,Q) + ε

≤ A+ ε.

Hier folgt die erste Ungleichung aus Lemma 3.2, die zweite aus der Vorausset-
zung µ(P ) < δ, die dritte aus (19), die vierte aus (18), und die letzte aus (17).
Wenden wir das gleiche Argument auf die Funktion −f an, so erhalten wir
die Ungleichung S(f, P ) > A − ε füe jedes P ∈ P(I) mit µ(P ) < δ. Also
erfüllen f und A die Bedingung (III).

Die Implikation (III) =⇒ (II) ist offensichtlich. Wir zeigen (II) =⇒ (I).
Wir nehmen also an, dass f und A die Bedingung (II) erfüllen. Zunächst
beweisen wir die Gleichung

inf
P∈P(I)

S(f, P ) = A. (20)

Sei ε > 0 gegeben. Nach (II) existiert eine Partition Q ∈ P(I), welche die
folgende Ungleichung erfüllt:

A− ε < S(f,Q) ≤ S(f,Q) < A+ ε.

Daraus folgt einerseits, dass

inf
P∈P(I)

S(f, P ) ≤ S(f,Q) < A+ ε

und andererseits, nach Lemma 2.3, dass

inf
P∈P(I)

S(f, P ) ≥ sup
P∈P(I)

S(f, P ) ≥ S(f,Q) > A− ε.

Also gilt die Ungleichung

A− ε < inf
P∈P(I)

S(f, P ) < A+ ε

für jedes ε > 0 und daraus folgt (20). Genauso zeigt man die Gleichung

sup
P∈P(I)

S(f, P ) = A.

Daraus folgt, dass f Riemann integrierbar ist und das Integral von f gleich
A ist. Damit ist Satz 3.1 bewiesen.
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4 Eigenschaften des Integrals

Satz 4.1. Seien a < c < b und λ reelle Zahlen und f, g : I := [a, b] → R zwei
Riemann integrierbare Funktionen. Dann gilt folgendes.

(i) Die Funktionen f + g und λf sind Riemann integrierbar und es gilt

∫ b

a

(f(x) + g(x)) dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx (21)

und
∫ b

a

λf(x) dx = λ

∫ b

a

f(x) dx (22)

(ii) Wenn f, g die Ungleichung f(x) ≤ g(x) für alle x ∈ I erfüllen, dann gilt

∫ b

a

f(x) dx ≤

∫ b

a

g(x) dx. (23)

(iii) Die Funktionen max{f, g}, min{f, g}, |f | sind Riemann integrierbar
und es gilt

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

≤

∫ b

a

|f(x)| dx. (24)

(iv) Die Funktionen f |[a,c] und f |[c,b] sind Riemann integrierbar und es gilt

∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx. (25)

(v) Das Produkt fg ist Riemann integrierbar.

Bemerkung 4.2. Wir bezeichnen die Menge aller Riemann integrierbaren
Funktionen f : I → R mit

R(I) := {f : I → R | f is Riemann integrierbar} .

Nach Satz 4.1 (i) ist dies ein reeller Vektorraum (genauer ein linearer Unter-
raum des Vektorraumes aller reellwertigen Funktionen auf I) und die Abbil-
dung

R(I) → R : f 7→

∫ b

a

f(x) dx

ist linear. Nach Satz 2.9 ist der Raum C (I) aller stetigen reellwertigen Funk-
tionen auf I ein linear Unterraum von R(I).
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Beweis von Satz 4.1. Wir beweisen (i). Definiere

A :=

∫ b

a

f(x) dx, B :=

∫ b

a

g(x) dx

Sei ε > 0 gegeben. Nach Satz 3.1 existiert eine Konstante δ > 0, so dass jede
Partition P ∈ P(I) mit µ(P ) < δ folgende Ungleichungen erfüllt:

A−
ε

2
< S(f, P ) ≤ S(f, P ) < A+

ε

2
,

B −
ε

2
< S(g, P ) ≤ S(g, P ) < B +

ε

2
.

Addieren wir diese Ungleichungen so erhalten wir

A+B − ε < S(f, P ) + S(g, P ) ≤ S(f, P ) + S(g, P ) < A +B + ε

für jedes P ∈ P(I) mit µ(P ) < δ. Nun gilt

S(f, P ) + S(g, P ) ≤ S(f + g, P ) ≤ S(f + g, P ) ≤ S(f, P ) + S(g, P )

für jede Partition P ∈ P(I) (Übung). Daraus folgt

A+B − ε < S(f + g, P ) ≤ S(f + g, P ) < A+B + ε

für jedes P ∈ P(I) mit µ(P ) < δ. Also erfüllt das Paar (f + g, A + B) die
Bedingung (III) in Satz 3.1. Daraus folgt, dass f + g Riemann integrierbar
ist und ihr Integral durch (21) gegeben ist. Mit einem ähnlichen Argument
zeigt man dass auch das Paar (λf, λA) die Bedingung (III) in Satz 3.1 erfüllt.
Damit ist (i) bewiesen.

Wir zeigen (ii). Wenn f(x) ≤ g(x) ist für jedes x ∈ I, dann gilt

S(f, P ) ≤ S(g, P )

für jede Partition P ∈ P(I), und daher

∫ b

a

f(x) dx = inf
P∈P(I)

S(f, P ) ≤ inf
P∈P(I)

S(g, P ) =

∫ b

a

g(x) dx.

Damit ist (ii) bewiesen.

14



Wir beweisen (iii). Für alle x, x′ ∈ I gilt die Ungleichung
∣

∣|f(x)| − |f(x′)|
∣

∣ ≤ |f(x)− f(x′)|

Daraus folgt die Ungleichung

sup
J

|f | − inf
J
|f | = sup

x,x′∈J

∣

∣|f(x)| − |f(x′)|
∣

∣

≤ sup
x,x′∈J

|f(x)− f(x′)|

= sup
J

f − inf
J
f

für jede Teilmenge J ⊂ I. (Das Nachprüfen der beiden Gleichheitszeichen
in dieser Ungleichung sei dem Leser oder der Leserin als Übung überlassen.)
Wenden wir diese Ungleichung auf das Teilintervall

J = Jk := [xk−1, xk]

an, multiplizieren sie dann mit der positiven Zahl xk − xk−1, und bilden
anschliessend die Summe über alle

k = 1, . . . , N,

so erhalten wir für jede Partition P ∈ P(I) die Ungleichung

S(|f | , P )− S(|f | , P ) ≤ S(f, P )− S(f, P ).

Nach Lemma 2.8 folgt daraus, dass |f | Riemann integrierbar ist. Nach (i)
folgt daraus wiederum, dass die Funktionen

max{f, g} =
f + g + |f − g|

2
, min{f, g} =

f + g − |f − g|

2

ebenfalls Riemann integrierbar sind. Nun gilt

− |f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)|

für alle x ∈ I. Nach (ii) folgt daraus, die Ungleichung

−

∫ b

a

|f(x)| dx ≤

∫ b

a

f(x) dx ≤

∫ b

a

|f(x)| dx.

Diese Ungleichung ist äquivalent zu (24). Damit ist (iii) bewiesen.
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Wir beweisen (iv). Dazu führen wir folgende Abkürzungen ein:

f0 := f |[a,c], f1 := f |[c,b], I0 := [a, c], I1 := [c, b].

Seien P0 ∈ P(I0) und P1 ∈ P(I1) Partitionen der Teilintervalle I0 und I1.
Dann ist P := P0 ∪ P1 eine Partition des Intervalls I = [a, b] und es gilt

S(f, P ) = S(f0, P0) + S(f1, P1),

S(f, P ) = S(f0, P0) + S(f1, P1).
(26)

Daraus folgt

S(f, P )− S(f, P ) = S(f0, P0)− S(f0, P0) + S(f1, P1)− S(f1, P1).

Für ε > 0 existiert, nach Lemma 2.8, eine Partitionen P ∈ P(I), so dass

S(f, P )− S(f, P ) < ε.

Diese Partition kann so gewählt werden, dass c ∈ P und daher P = P0∪P1 ist,
mit P0 ∈ P(I0) und P1 ∈ P(I1). Da die Differenzen S(f0, P0)−S(f0, P0) und
S(f1, P1)−S(f1, P1) beide nicht negativ sind, sind sie beide kleiner als ε. Also
folgt aus Lemma 2.8, dass die Funktionen f0 und f1 Riemann integrierbar
sind. Wir bezeichnen ihre Integrale mit

A0 :=

∫ c

a

f(x) dx, A1 :=

∫ b

c

f(x) dx, A := A0 + A1.

Sei wieder ε > 0 gegeben. Dann existieren, nach Satz 3.1, zwei Partitionen
P0 ∈ P(I0) und P1 ∈ P(I1) so dass

A0 −
ε

2
< S(f0, P0) ≤ S(f0, P0) < A0 +

ε

2
,

A1 −
ε

2
< S(f1, P1) ≤ S(f1, P1) < A1 +

ε

2
.

Addieren wir diese Ungleichungen so erhalten wir

A− ε < S(f, P ) ≤ S(f, P ) < A+ ε.

Damit haben wir gezeigt, dass das Paar (f, A) die Bedingung (II) in Satz 3.1
erfüllt. Also ist A das Integral von f . Damit ist (iv) bewiesen.
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Wir beweisen (v). Da f, g beschränkt sind, existiert ein M > 0 so dass

|f(x)| ≤ M, |g(x)| ≤ M ∀ x ∈ I.

Sei ε > 0. Nach Satz 3.1 existiert ein δ > 0, so dass jede Partition P ∈ P(I)
mit µ(P ) < δ die folgenden Ungleichungen erfüllt

S(f, P )− S(f, P ) <
ε

2M
, S(g, P )− S(g, P ) <

ε

2M
.

Sei P = {x0, x1, . . . , xN} ∈ P(I) eine solche Partition mit µ(P ) < δ, wobei
die Punkte xk so geordnet sind, dass (1) gilt. Für alle x, x′ ∈ [xk−1, xk] gilt

f(x)g(x)− f(x′)g(x′) =
(

f(x)− f(x′)
)

g(x) + f(x′)
(

g(x)− g(x′)
)

≤ |g(x)| |f(x)− f(x′)|+ |f(x′)| |g(x)− g(x′)|

≤ M |f(x)− f(x′)|+M |g(x)− g(x′)|

≤ M

(

sup
[xk−1,xk]

f − inf
[xk−1,xk]

f

)

+M

(

sup
[xk−1,xk]

g − inf
[xk−1,xk]

g

)

.

Betrachte das Supremum der Differenz f(x)g(x)− f(x′)g(x′) über alle Paare
reeller Zahlen x, x′ ∈ [xk−1x, xk]. Dann gilt

sup
[xk−1,xk]

fg − inf
[xk−1,xk]

fg ≤ M

(

sup
[xk−1,xk]

f − inf
[xk−1,xk]

f

)

+M

(

sup
[xk−1,xk]

g − inf
[xk−1,xk]

g

)

für k = 1, . . . , N . Multipliziere diese Ungleichung mit xk−xk−1 und summiere
über alle k. Dann gilt

S(fg, P )− S(fg, P ) ≤ M
(

S(f, P )− S(f, P ) + S(g, P )− S(g, P )
)

< ε.

Also folgt aus Lemma 2.8, dass die Funktion fg Riemann integrierbar ist.
Damit ist Satz 4.1 bewiesen.
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