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1 Der Integralbegriff
Seien zwei reelle Zahlen a < b und eine reellwertige Funktion
fila,b] >R

gegeben. Unser Ziel ist es, den Fldcheninhalt A des Gebietes zwischen der
x-Achse und dem Graphen von f mathematisch genau zu definieren. (Siehe
Abbildung [) Dies ist sehr einfach, wenn die Funktion f iiberall den kon-

h

Abbildung 1: Das Integral als Flacheninhalt.

stanten Wert f(x) = ¢ hat fiir eine feste reelle Zahl ¢ € R. In diesem Fall ist
die Fldche unter dem Graphen von f ein Rechteck und wir definieren dessen
Flécheninhalt einfach als Breite mal Hihe, also als das Produkt A = (b—a)ec.
Man beachte, dass die Zahl ¢ auch negativ sein darf und dann ist auch der
Fldacheninhalt A negativ. Eine fast ebenso einfache Formel ergibt sich fiir eine
Funktion, die sich aus konstanten Funktionen auf endlich vielen Teilinterval-
len von [a, b] zusammensetzen ldsst. Fiir allgemeine beschrinkte Funktionen
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kann man nun wie folgt vorgehen. Wir wihlen eine Aufteilung des Intervalls
[a,b] in endlich viele Teilintervalle. Aus jedem dieser Teilintervalle ersetzen
wir f durch eine Funktion die auf diesem Teilintervall konstant ist und in
einem noch zu kldrenden Sinn nicht allzu stark von f abweicht. Dann bilden
wir die Summe der Flicheninhalte der auf diese Weise erhaltenen Rechtecke.
Diese Summe ist als Naherungswert fiir das gewiinschte Integral zu verste-
hen. Um den genauen Wert des Integrals festzulegen bilden wir immer feiner
Unterteilungen des Intervalls. Wir nennen diese Aufteilungen des Intervalls
in Teilintervalle Partitionen. Es ist dann das Grenzwertverhalten der diesen
Partitionen zugeordneten Summen zu untersuchen.

2 Definition des Integrals

In diesem Abschnitt sind a < b zwel reelle Zahlen und
I:=la,b
ist das kompakte Intervall mit den Randpunkten a, b.

Definition 2.1 (Partitionen). Eine Partition von [ ist eine endliche Teil-
menge P C I welche die Randpunkte a, b enthélt. Die Menge aller Partitionen
von [ bezeichnen wir mit

P =PI)={P Cll|a,be P, Pist endlich}.

Es sei daran erinnert, dass eine nichtleere Menge P endlich genannt wird
wenn eine natiirliche Zahl n und eine bijektive Abbildung ¢ : {1,...,n} — P
existiert. In diesem Fall ist die Zahl n € N unabhéngig von der Wahl der
Abbildung ¢. Sie wird Anzahl der Elemente von P genannt und mit #P
bezeichnet. Es ist klar zu unterscheiden zwischen den Begriffen beschrdinkt
und endlich. Zum Beispiel ist jedes Intervall in R, das mehr als einen Punkt
enthélt eine unendliche (sogar eine iiberabzidhlbare) Teilmenge von R, und
zwar auch dann, wenn es sich um ein beschrianktes Intervall handeln sollte.
Im vorliegenden Fall enthélt unsere endliche Teilmenge P C I auf jeden Fall
die Randpunkte a und b. Da diese voneinander verschieden sind, enthélt P
also mindestens zwei Elemente. Damit ist

N:=#P-1¢N

eine natiirliche Zahl und N + 1 ist die Anzahl der Elemente von P.



Nach Definition der Anzahl der Elemente existiert eine bijektive Abbil-
dung ¢ : {0,1,..., N} — P. Wir bezeichnen die Bildpunkte dieser Abbildung
mit x := ¢(k), k =0,1,..., N. Da ¢ bijektiv ist, kommt jedes Element von
P genau einmal als Bildpunkt vor. Damit ist P die Menge

P = {LL’(),SL’l,...,LL’N}.

Nun koénnen wir die Elemente von P so umordnen, falls notwendig, dass jedes
Element x; mit k > 1 grosser ist als das vorangegangene Element x;_;. Dann
ist notwendigerweise o = a und xny = b und es gilt

a:l’0<l’1<l’2<"'<l’N_1<l’N:b. (1)

Jede Partition P € A(I) mit #P = N + 1 bestimmt also mittels dieser
Anordnung eine Aufteilung des Intervalls I = [a,b] in N Teilintervalle der
Form [x_1, 2], k = 1,..., N. Jeder solchen Partition und jeder beschrénkten
Funktion f : I — R koénnen wir nun wie folgt zwei endliche Summen (als
Flécheninhalte verstanden) zuordnen.

Definition 2.2 (Ober- und Untersumme). Sei f : I — R eine beschrink-
te Funktion und P = {x¢, z1,...,zN} eine Partition von I, so dass () gilt.
Die Untersumme S(f, P) und die Obersumme S( f, P) (siche Abbildung 2))
sind definiert durch

N
S(f,P) = Z[m inf fe (@ = o),
k=1 k—1:Tk
N (2)

S(f, P) := Z sup [ (zp —zp_q).

b1 [Tr—1,25]

v
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Abbildung 2: Die Ober- und Untersumme.



Lemma 2.3. Seien a < b reelle Zahlen und sei f : I := [a,b] — R eine
beschrdnkte Funktion. Dann gilt
sup S(f.P)< inf S(fP). (3)

PeP(I) pPez(I)
Beweis. Fiir je zwei Partitionen P,Q € Z(I) gilt die Ungleichung
Pca — S(f.P) <8(f.Q) <S(f.Q) <S(f.P). (4

Um dies zu verstehen, ist es niitzlich, zundchst den Fall zu betrachten, dass
die Partition () genau einen Punkt mehr enthélt als P. Sei P = {xo,...,zn},
wobei die Punkte zj die Bedingung () erfiillen. Dann ist Q = PU{{} wobei
¢ ein neuer Unterteilungspunkt, also nicht gleich einem der Elemente von P
ist. Dann gibt es genau ein £ € {1,..., N}, so dass

T < § <@y
ist. Damit erhalt man

sup f-(§—xp1)+sup f-(xg—&) < sup f-(xp— xpq).

[ze—1,4] (357 [ze—1,¢]
Addiert man dazu alle Summanden in ([2)) mit k& # ¢ so ergibt sich die Un-
gleichung S(f, Q) < S(f, P). Ebenso beweist man S(f,Q) > S(f, P). Da-
mit ist (@) fir den Fall bewiesen, dass () genau ein Element mehr als P
enthélt. Der allgemeine Fall lédsst sich hierauf leicht durch vollstédndige In-
duktion zuriickfiihren.

Nun folgt aus @), dass die Zahl S(f, Q) fiir jede Partition Q € Z(I) eine

obere Schranke fiir die Menge {S(f, P)| P € £(I)} ist. Also folgt aus der
Definition des Supremums als kleinste obere Schranke, dass

sup S(f, P) <S(f,Q)

Pe(I)

ist. Diese Ungleichung gilt fiir jede Partition Q € Z2(I). Das heisst wie-
derum, dass die Zahl suppe () S(f, P) eine untere Schranke fiir die Men-

ge {S(f,Q)|Q € 2(I)} ist. Also folgt aus der Definition des Infimums als
grosste untere Schranke, dass die Ungleichung

sup S(f,P)< inf S(f,
Pe@%)_(f ) Qe (I) (/.Q)

gilt. Damit ist Lemma 2.3 bewiesen. O



Definition 2.4 (Integral). Eine beschrankte Funktion f : I — R heisst
Riemann integrierbar wenn in (3] Gleichheit gilt. In diesem Fall nennen
wir die Zahl

b
x)dx = sup S(f,P)= inf S(f,P 5
[ frdn= s s(sp)= int S(7.P) 9
das Integral von f iiber dem Intervall I = [a,b].

Beispiel 2.5. Sei ¢ € R und f : I — R die konstante Funktion mit dem
Wert ¢, das heisst

flz)=c
fiir alle x € I. Dann gilt
S(f,P)=S(f,P) = (b—a)e.

Daher ist f Riemann integrierbar und

/abf(x) dz = (b— a)c.

In diesem einfachen Fall stimmt als unsere Definition mit der Interpretati-
on des Flacheninhalts als Breite mal Hdéhe iiberein. Man beachte, dass die
Konstante ¢ auch negativ sein darf.

Beispiel 2.6. Sei xg € I und ¢y € R und fy : I — R die Funktion

o= { G S

fiir x # xg.

Diese Funktion ist Riemann integrierbar und ihr Integral verschwindet. Ist
co > 0, so ist die Untersumme S(fo, P) fiir jede Partition P € Z(I) gleich
Null, wihren die Obersumme S(fy, P) durch geeignete Wahl der Partition
beliebig klein gewé&hlt werden kann.

Beispiel 2.7. Sei f: I — R die Funktion

|1, furzela, b\ Q,
f(z) -—{0’ fiir x € [a,b] N Q.

Dann gilt S(f, P) = 0 und S(f, P) = 1 fiir jede Partition P € 2 (I). Also ist
diese Funktion nicht Riemann integrierbar.



Lemma 2.8. Sei f : I — R eine beschrinkte Funktion. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) f ist Riemann integrierbar.
(ii) Fir jedes € > 0 existiert eine Partition Q € (1) mit

Beweis. Wir beweisen (i) = (ii). Sei also f Riemann integrierbar und

/f dr = sw S(f.P)= inf S(1.P)

PeP(I pez(I

Sei € > 0 gegeben. Dann gilt

5
A——=< sup S(f,P), inf S(f, P <A+—.
5 < S(EP), ik (L P)< A3

Nach Definition von Supremum und Infimum folgt daraus, dass zwei Partition
Py, P, € Z(1) existieren, so dass gilt:

A== <S(fR),  S(fP)<A+s. (7)
Definiere ) := Py U P;. Dann gilt Py C @ und P; C @ und, nach (4))

Aus ([@) und () folgt
A-Z<S(£Q <(1,Q) <A+

und hieraus folgt sofort die gewiinschte Ungleichung ([@).
Wir beweisen (ii) = (i). Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es, nach (ii), eine
Partition ) € (1), welche die Ungleichung ([6]) erfiillt. Hieraus folgt

inf S(f,P)<S(f,Q) <8(f,Q)+ec< sup S(f,P)+e

pPez(I) Pe2(I)
Also gilt die Ungleichung
sup S(f,P) < inf S(f,P)< sup S(f,P)+e¢

Pe(I) pez(I) PeP(I)

fiir jedes € > 0 und das ist nur méglich wenn in (B]) Gleichheit gilt. Damit
ist f Riemann integrierbar, wie behauptet. O
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Satz 2.9. (i) Jede stetige Funktion f : I — R ist Riemann integrierbar.

(ii) Jede monotone Funktion ist Riemann integrierbar.

Beweis. Sei f: I — R eine stetige Funktion. Da das Intervall
I =la,b

(mit der Standardmetrik auf den reellen Zahlen) ein kompakter metrischer
Raum ist, wissen wir aus der Vorlesung, dass f gleichméssig stetig ist. Das
heisst

Ve>036>0Va,2a' el:(Jz—a|<d = |f(z)— f(2)] <e).
Wir zeigen nun, dass f die Bedingung (ii) in Lemma 2.§] erfiillt. Sei also
e>0

gegeben. Da f gleichméssig stetig ist, existiert eine Konstante § > 0, so dass
fiir alle z, 2" € I folgendes gilt:

z—a|<s = @) - @) <
Nun wéhlen wir eine Partition
Q= {xo,r1,..., TN}
von [ so dass () gilt und
T — Tp_1 < 0, k=1,...,N.
Dann gilt fiir jedes k € {1,..., N} und je zwei Elemente x,2’ € [x;_1,xy],
dass |z — 2’| < § ist und daher |f(x) — f(2')| < e/(b—a). Also gilt folgendes
f(:)s)<f(:1:')+bfa Vi, o' € [xp_1, 2] Yk €{1,...,N}.

Daraus folgt

€
r) < inf +
f( ) o [xk—hxk]f b—a
fiir alle z € [zg_1, %] und daher
sup f < inf f+ c , k=1,...,N.

[Tr—_17K] [Tr—1,7k] b—



Multiplizieren wir diese Ungleichung mit der positiven Zahl x; — z;_; und
summieren iiber alle k so erhalten wir

N
SHQ = Z sup f - () — Tp—1)
k=1 [Tgp_12k]
3 £
< of o€ .
- ; <[xkll}7xk]f b_ a) (Th — Th1)
N s
= ; [xkifllka} [ —xp1) + P ;(xk P
= S5(f.Q) +e

Wir haben also gezeigt, dass fiir jedes ¢ > 0 eine Partition Q € (1) exi-
stiert, die die Ungleichung

erfiillt. Das heisst, dass f die Bedingung (ii) in Lemma 2.8 erfiillt. Daher ist
die Funktion f Riemann integrierbar. Damit ist (i) bewiesen.
Sei f: I — R monoton wachsend und € > 0. Wéhle 6 > 0 so, dass

5(f(b) — fla)) <e
ist. Wahle Q = {xo, x1,...,2n} € P(I) so, dass
Tp — Tp_1 < 0, k=1,...,N.
Dann gilt

S(£,Q) —S(£,.Q) = > (flar) = flwr)) (zk — mpo1)

< 0) (f(wx) — flwg-1))
k=1

= 4(f(b) — f(a))

< e

Wir haben also wieder gezeigt, dass fiir jedes € > 0 eine Partition Q € Z(I)
existiert, die die Ungleichung S(f, Q) — S(f, Q) < e erfiillt. Also folgt aus
Lemma 2.8 dass f Riemann integrierbar ist. Damit ist Satz[2.9/bewiesen. [



3 Riemannsche Summen

In diesem Abschnitt charakterisieren wir das Integral als einen Grenzwert und
die Integrierbarkeit als eine Aussage iiber die Existenz dieses Grenzwertes.
Wir betrachten wieder ein kompaktes Intervall I = [a,b] mit a < b. Sei

P ={xg,z1,...,2n} € P(I) so dass (] gilt, und definiere
p(P) :=max{x, —zx_1|k=1,...,N}, N(P):=N =#P —1.

Die Zahl u(P) > 0 wird Feinheit der Partition P genannt und N(P) ist die
Anzahl der Intervalle, in die P das Intervall I unterteilt.

Satz 3.1 (Riemannsche Summen). Sei f : [ — R eine beschrankte Funk-
tion und A € R. Folgende Aussagen sind dquivalent.

(I) f ist Riemann integrierbar und A = fab f(z)dz.
(IT) Fir jedes € > 0 existiert ein P € P(I) so dass

A—c<S(f.P)<S(f.P) <A+ (9)
(III) Fir jedes € > 0 ezistiert ein § > 0, so dass fir jedes P € P (1) gilt:
wP)y<é = A—-e<S(f,P)<S(f,P)<A+ec. (10)

(IV) Fiir jedes € > 0 existiert eine Zahl § > 0, so dass fir jede Partition
P ={xg,z1,...,2xn} von I (die [{l) erfillt) und alle &, ..., n € R gilt:

u(P) <d

—
Tpo1 < & < Yk

A= )@k —apor)| <e. (11)

Dieser Satz lédsst sich auch so formulieren: Eine beschréankte Funktion
f I — R ist genau dann Riemann integrierbar wenn der Grenzwert

/ Fayde = lm S F(&) (k- x) (12)

I S g
existiert. Die Summen in (I2) werden Riemannsche Summen genannt.
Man beachte hier die Parallele in der Schreibweise zwischen dem Integral-
zeichen auf der linken Seite und dem Summenzeichen auf der rechten Seite,
dem Integranden f(x) auf der linken Seite und den Faktoren f(&) auf der
rechten Seite, sowie dem Differential-Symbol dx auf der linken Seite und der
Differenz Ax;, = x;, — x;,_1 auf der rechten Seite.
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Lemma 3.2. Sei f : I — R eine beschrinkte Funktion und M > 0 so dass
—M< flz) <M (13)
fiir alle x € 1. Dann gilt fir alle P,Q € Z(I)
S(f,P) = 8(f,Q) —4AMu(P)N(Q),

_ _ (14)
S(f, P) <5(f,Q) +4Mpu(P)N(Q).
Beweis. Sei P = {xg,x1,Ta,...,zx} so numeriert, dass (1) gilt. Fir k =
1,..., N definieren wir die relllen Zahlen h;” und h; durch die Formel
Bt Sy f, falls [zp_1, 2] N Q =0,
k +M, falls [y, 2] N Q # 0.

Hier tritt der zweite Fall fiir jeden der Endpunkte a und b genau einmal auf.
Dariiber hinaus hat die Menge () noch N(Q) — 1 weitere Elemente und jedes
dieser Elemente kann in hochstens zwei der Teilintervalle [z;_1, 2] enthalten
sein. Damit tritt der Fall b — h; = 2M hochstens 2N (Q) mal auf. In allen
anderen Féllen gilt b7 — h;, = 0. Daraus folgt die Ungleichung

N

(hf —hy) < 4M - N(Q). (15)

k=1

Ausserdem gilt

D by (we — ) <S(f,PUQ) <S(f,Q). (16)

Unter Verwendung von (I5]) und (I6]) erhalten wir
N

S(f,P) = ) sup f-(wx—z41)

e [Tk—1,Tk]

IA

<

< S(.Q)+4M - NQu(P)

Damit ist die zweite Ungleichung in (I4]) gezeigt. Die erste folgt aus der
zweiten, indem man f durch — f ersetzt und die Formel S(—f, P) = —S(f, P)
verwendet. Damit ist Lemma [3.2 bewiesen. O
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Beweis von Satz[3.1. Wir beweisen (III) = (IV). Dies folgt sofort aus der
Ungleichung

S(f, P) <Y f(&)(@x — k1) <S(f, P)
h—1

fiir jede Partition P = {x¢,x1,...,2n} des Intervalls I = [a, b] die () erfillt
und alle & € [z_1,2x], k=1,..., N.

Wir beweisen (IV) = (III). Dazu betrachten wir eine feste Partition
P = {xo,z1,...,xy} des Intervalls I = [a,b] die () erfiillt. Bilden wir
das Supremum der Riemannschen Summen iiber alle N-Tupel reeller Zahlen

&1, ..., &y in den Intervallen xp_1 < & < x so erhalten wir die Obersumme:
N
sup > f(&)(@x — 251) = S(f, P).
E1508N 17

Ebenso ergibt sich beim Infimum die Untersumme:

. inf Zf(ﬁk)(l'k —xp-1) = S(f, P).

Ist also ¢ > 0 gegeben und wéhlen wir 6 > 0 wie in (IV) so gilt fiir jedes
P e 2(I) mit u(P) < § die Ungleichung

A—e<S(f,P)<S(f,P)<A+e.

Daraus folgt (III)

Wir beweisen (I) == (III). Sei also f Riemann integrierbar und
dr = sup S(f,P inf S(f,P 17
/f o S(FP)= nf S(FP). (7

Sei ¢ > 0. Nach Lemma 2.8 existiert eine Partition ) € Z(I) so, dass
S(/.Q) -8(1.Q) < 5, (18)
Wihle M > 0 so, dass ([I3)) gilt und wéhle § > 0 so, dass
AM - N(Q)6 < % (19)
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Dann erfiillt jede Partition P € &(I) mit u(P) < ¢ die Ungleichung

S(f,P) < S(f,Q)+4Mu(P)N(Q)
< S(f,Q)+ 4M(5N(Q)
< S(f,Q) +
< S(f,Q)+
< A+e.

Hier folgt die erste Ungleichung aus Lemma [3.2], die zweite aus der Vorausset-
zung p(P) < 4§, die dritte aus (I9)), die vierte aus (I8]), und die letzte aus (IT).
Wenden wir das gleiche Argument auf die Funktion —f an, so erhalten wir
die Ungleichung S(f, P) > A — ¢ fiie jedes P € (1) mit u(P) < §. Also
erfiillen f und A die Bedingung (III).

Die Implikation (III) = (II) ist offensichtlich. Wir zeigen (II) = (I).
Wir nehmen also an, dass f und A die Bedingung (II) erfiillen. Zunéchst
beweisen wir die Gleichung

bl S(f, P) = A. (20)

Sei £ > 0 gegeben. Nach (II) existiert eine Partition Q € (1), welche die
folgende Ungleichung erfiillt:

A—e<S(f,Q) <S(f,Q) <A+e.

Daraus folgt einerseits, dass

inf S(f P)<S(f,Q) < A+e

Pe(1

und andererseits, nach Lemma 2.3], dass

inf S(fP) sup S(f,P)>S(f,Q)>A—c¢.

pez(1 Pe(I)
Also gilt die Ungleichung

A—5<P61r&1_/)f S(f,P)<A+¢

fiir jedes € > 0 und daraus folgt (20)). Genauso zeigt man die Gleichung

sup S(f,P) = A.
Pe(I)

Daraus folgt, dass f Riemann integrierbar ist und das Integral von f gleich
A ist. Damit ist Satz 3.1l bewiesen. O
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4 Eigenschaften des Integrals

Satz 4.1. Seien a < ¢ < b und X\ reelle Zahlen und f,g : I := [a,b] — R zwei
Riemann integrierbare Funktionen. Dann gilt folgendes.

(i) Die Funktionen f + g und \f sind Riemann integrierbar und es gilt

/ab (f(z) + g(x)) dv = /abf(a:) dz + /abg(gj) da (21)

/)\f )dz = A /f (22)

(ii) Wenn f, g die Ungleichung f(x) < g(x) fir alle x € I erfillen, dann gilt

/a f()d / (23)

(iii) Die Funktionen max{f, g}, min{f, g}, |f| sind Riemann integrierbar
und es gilt

und

x)dz S/ |f(x)| de. (24)

(iv) Die Funktionen f|q, und flp sind Riemann integrierbar und es gilt

/abf(z)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)da:. (25)

(v) Das Produkt fg ist Riemann integrierbar.

Bemerkung 4.2. Wir bezeichnen die Menge aller Riemann integrierbaren
Funktionen f : I — R mit

(1) :={f:1— R|fis Riemann integrierbar} .

Nach Satz[4.1] (i) ist dies ein reeller Vektorraum (genauer ein linearer Unter-
raum des Vektorraumes aller reellwertigen Funktionen auf I) und die Abbil-
dung

%’(I)—)R:f»—)/ f(x)dx

ist linear. Nach Satz2.9/ist der Raum %(I) aller stetigen reellwertigen Funk-
tionen auf I ein linear Unterraum von Z(I).
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Beweis von Satz[{.1. Wir beweisen (i). Definiere

A= /abf(x)da:, B = /abg(:z)dx

Sei £ > 0 gegeben. Nach Satz [3.]] existiert eine Konstante 6 > 0, so dass jede
Partition P € Z(I) mit pu(P) < ¢ folgende Ungleichungen erfiillt:

A—S <S(f,P)<S(f,P)< A+ <,

> >
B—%<§(g,P) <S(g, P) <B+%.

Addieren wir diese Ungleichungen so erhalten wir
A+ B—e<S(f,P)+8S(9,P) <S(f,P)+S(g,P) < A+ B+e¢
fiir jedes P € (1) mit pu(P) < §. Nun gilt
S(f,P)+8S(g,P) <S(f +g,P) <S(f +g,P) <S(f, P) +S(g, P)
fiir jede Partition P € 2(I) (Ubung). Daraus folgt
A+B—-e<S(f+9,P)<S(f+¢9,P)<A+B+¢

fiir jedes P € Z(I) mit u(P) < 4. Also erfiillt das Paar (f + g, A+ B) die
Bedingung (I11) in Satz Bl Daraus folgt, dass f + ¢ Riemann integrierbar
ist und ihr Integral durch (2I]) gegeben ist. Mit einem dhnlichen Argument
zeigt man dass auch das Paar (Af, AA) die Bedingung (III) in Satz BT erfiillt.

Damit ist (i) bewiesen.
Wir zeigen (ii). Wenn f(x) < g(x) ist fiir jedes z € I, dann gilt

S(f.P) <S(g, P)

fiir jede Partition P € &(I), und daher

b B B b
/f(x)dx: inf S(f,P) < inf S(g,P):/g(:B)dx.

Peo(I) T Pe2(I)

Damit ist (ii) bewiesen.
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Wir beweisen (iii). Fiir alle z, 2" € I gilt die Ungleichung

|f(@)] = [f(2)]] < [f(z) = f(2")]
Daraus folgt die Ungleichung

sup [f —inf[f| = sup [[f(x)] - |f(z)]]
J z,z’'eJ
< swp [fa) - /()

= supf —inff
J J

fiir jede Teilmenge J C I. (Das Nachpriifen der beiden Gleichheitszeichen
in dieser Ungleichung sei dem Leser oder der Leserin als Ubung iiberlassen.)
Wenden wir diese Ungleichung auf das Teilintervall

J = Jk = [zk_l,xk]

an, multiplizieren sie dann mit der positiven Zahl z; — x,_;, und bilden
anschliessend die Summe iiber alle

k=1,...,N,
so erhalten wir fiir jede Partition P € &(I) die Ungleichung

Nach Lemma 2.8 folgt daraus, dass |f| Riemann integrierbar ist. Nach (i)
folgt daraus wiederum, dass die Funktionen

fHg+1f—4l
2 )
ebenfalls Riemann integrierbar sind. Nun gilt

—|f(2)] < fz) < [f(2)]
fiir alle z € I. Nach (ii) folgt daraus, die Ungleichung

f+g9—1f -4
2

min{f, g} =

max{f,g} =

[@lars @< [

Diese Ungleichung ist dquivalent zu (24]). Damit ist (iii) bewiesen.
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Wir beweisen (iv). Dazu fithren wir folgende Abkiirzungen ein:

fO = f‘[a,c}v fl = f‘[c,b]a Iy := [CL, C]a I = [07 b]

Seien Py € Z(1y) und P, € & (1) Partitionen der Teilintervalle Iy und I.
Dann ist P := Py U P; eine Partition des Intervalls I = [a, b] und es gilt

S(f, P) = S(fo, Po) +8(f1, P1),
S

(f.P) =S(fo. o) +S(f1, P2). (26)

Daraus folgt
S(f, P) = S(f, P) = S(fo, Po) — S(fo, Po) + S(f1, P) = S(f1, ).
Fiir £ > 0 existiert, nach Lemma [Z8] eine Partitionen P € (), so dass
S(f,P)—S(f,P) <e.

Diese Partition kann so gewéhlt werden, dass ¢ € P und daher P = PyUP; ist,
mit Py € # (1) und P, € £(1I,). Da die Differenzen S(fy, Py) —S(fo, Py) und
S(f1, P1) —S(f1, Py) beide nicht negativ sind, sind sie beide kleiner als £. Also
folgt aus Lemma 2.8, dass die Funktionen fy und f; Riemann integrierbar
sind. Wir bezeichnen ihre Integrale mit

c b
Ap = / f(z)dz, Ap = / f(z) dx, A=A+ Ay

Sei wieder € > 0 gegeben. Dann existieren, nach Satz Bl zwei Partitionen
Py e P(1Iy) und P, € £(1;) so dass

€ _ €
Ao—§ < S(fo, Po) < S(fo, Po) <A0+§,

€ - €
Ay — 5 < S(fi, ) <S(f1, 1) < A+ 5
Addieren wir diese Ungleichungen so erhalten wir
A—e<S(f,P)<S(f,P)< A+e.

Damit haben wir gezeigt, dass das Paar (f, A) die Bedingung (IT) in Satz B.1]
erfiillt. Also ist A das Integral von f. Damit ist (iv) bewiesen.
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Wir beweisen (v). Da f, g beschrénkt sind, existiert ein M > 0 so dass
[f@)| <M, g(x)| <M  Vazel

Sei € > 0. Nach Satz Bl existiert ein 6 > 0, so dass jede Partition P € Z([)
mit p(P) < § die folgenden Ungleichungen erfiillt

S(f,P)=S(f,P) < =——,  S(¢,P)—S(g, P)

g
oM <o

Sei P = {xg,x1,...,xn} € P(I) eine solche Partition mit u(P) < d, wobei
die Punkte xj so geordnet sind, dass () gilt. Fiir alle z, 2’ € [z5_1, 2] gilt

f@)g(z) — f(2")g(a") (f(z) = f(@))g(2) + f(a") (9(x) — g(a"))
l9(@)[1f () = f(@") + |f (@) g(x) — g(a")]
M |[f(z) = ()] + M |g(x) — g(z')]

M| sup f— inf f
[Th—1,7k] [Tr—1,7k]

+M| sup g— inf g|.
[Tr—1,7k] [zk—1,2k]

Betrachte das Supremum der Differenz f(z)g(x) — f(2')g(2’) tiber alle Paare
reeller Zahlen z, 2" € [xp_12, xx]. Dann gilt

IA A

IN

sup fg— inf fg < M( sup f— inf f)

[Z‘k,l,xk] [xkil’xk [Ik,l,l‘k} [ka-,l,l'k}
+M| sup g— inf g
[r—1,%k] [zk—1,7k]
fir k =1,..., N. Multipliziere diese Ungleichung mit x, —x;_; und summiere

iiber alle k. Dann gilt
g(fg,P)—ﬁ(fg,P)§M(g(f,P)—§(f,P)+§(g,P)—§(g,P)) <E.

Also folgt aus Lemma 2.8 dass die Funktion fg Riemann integrierbar ist.
Damit ist Satz .1l bewiesen. O
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