D-ITET Analysis 11 FS 2014
Prof. Richard Pink

Musterlosung 1

1. a) Fir y = 2 ist die rechte Seite der Differentialgleichung gleich null, folglich 16st die konstante
Funktion y = 2 diese Gleichung. Die Berechnung nicht konstanter Losungen erfordert Separation
der Variablen

und anschliessende Integration:

!
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y(x) — 2 x—1
Mit Hilfe der Substitionsregel erhalten wir
logly — 2| = log|lx — 1] + ¢.
Nun I6sen wir nach y auf, indem wir die Exponentialfunktion anwenden und erhalten
ly — 2| = |x — 1|e° — y—2==xe(x—1).
Mit C' = +e€ gilt dann
y=2+C(z—1).

Nachrechnen zeigt, dass diese Formel schon fiir alle C' € R eine Losung liefert. Diese Funktion ist
auf ganz R definiert und bildet daher eine Maximallosung. Fiir verschiedene Wahlen von C bilden
ihre Graphen alle nicht-vertikalen Geraden in R? durch den Punkt (1,2). Diese decken also den
Definitionsbereich {(x,y) € R?|x # 1} der Differentialgleichung ab. Da deren rechte Seite dort
tiberall lokal Lipschitz-stetig ist, haben wir somit nach dem Eindeutigkeitssatz alle Maximallosun-
gen gefunden.

b) Die rechte Seite der Differentialgleichung ist stets ungleich 0, es gibt daher keine konstanten Lo-
sungen. Es gilt
y ="V = % eY, efy(m)y/(x) = €*,

/efy(””)y’(a:) dx = /e“’ dx

erhalten. Mittels Substitutionsregel erhalten wir

woraus wir

—e V@) =T _ ¢,
Diese Gleichung erfordert wegen e® > 0 fiir alle @ € R, dass ¢ > €7 ist und ist dann dquivalent zu

y(x) = —log(c—€”) .

Fiir ¢ > 0 ist der Definitionsbereich nicht leer und gleich ]—oo, log(c)[. Fiir jeden Anfangswert
(70, y0) € R? gibt es eine Losung dieser Gestalt, nimlich mit

c:=e"0 e Y0

setzen. Also iiberdecken die Graphen der Losungen ganz R2. Da die Funktion (x,y) ~ e**¥
tiberall lokal Lipschitz-stetig ist, haben wir nach dem Einddeutigkeitssatz alle Maximallosungen
gefunden.

Bitte wenden!



2. Es gilt
dy72x3+y372x2+1y
de  3xzy2  3y2 3z’

Dies ist eine homogene Differentialgleichung, das heisst 3" héngt nur von £ ab.

Wir setzen v := . = y(z) = v(z) - 2 = 3 = v'x 4 v. Dann erhalten wir die folgenden 4quivalenten
Gleichungen:
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= vV +ov = 20*2_,_;@
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Die rechte Seite der letzten Gleichung verschwindet nur bei v = 1. Die einzige konstante Losung ist
hier also v = 1, was in urspriinglichen Variablen zur identischen Losung y = z fiihrt.

Fiir nicht konstantes v rechnen wir weiter mit Separation der Variablen:

30’ 1
= 2—
v —w T
2 g 1
/idv = /Qfdx
1—v3 T
—In|1—2* = 2Injz|+c
1—3 = (Op2 (mit C = +e™)
v = V1-—Czx2
¥y = vV1—Cx—2
T
y = 2/1-Cx2 = 23— Cx.

Fir C = 0 gibt diese Formel die Losung y = x von oben zuriick. Wir rechnen nach, dass fiir jedes
C € R die Formel

y(x):xf'/l—Cx—Q = %/x?’—Cx

tatsichlich die Differentialgleichung 16st:

y 1 (32% - C)

_ _23:2 22—-C 222 23-Cx 222 Y
=3,

T3 3E 3 w3y 3a

Fiir verschiedene Wahlen von C' € R iiberdecken die Graphen der Losungen den Definitionsbereich
{(z,y) € R?|z # 0V y # 0} der Differentialgleichung. Weiterhin ist deren rechte Seite dort iiberall
lokal Lipschitz-stetig. Somit haben wir nach dem Eindeutigkeitssatz alle Maximallosungen gefunden.

3. Mit dem Ansatz -
y(z) = Z anx"”.
n=0

erhalten wir

o0
y'(z) = Z na,z" .
n=1

Siehe néchstes Blatt!



Wir setzen ein in die Differentialgleichung und erhalten

o0 o0
g nap,z" "t = E 2a,z" 1,
n=1 n=0

also
oo

Z(n + Dapyr2™ Z 2ay,_1x"

n=0

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir a; = 0 und (n + 1)a,+1 = 2a,—; fiir alle n > 1, also
a, = % - ap—o fiir alle n > 2. Daraus folgt a,, = 0 fiir alle ungeraden n, sowie fiir n = 2k

2 2 2 q
W= o 9k —2 2 0T

Aus der Anfangsbedingung folgt ag = y(0) = 1 und somit

Wir iiberpriifen, dass die Funktion eine Losung ist:

W“y—l

2 2

(e") = 2xe”

Da (z,y) — 2xy lokal Lipschitz-stetig ist, ist die Losung die eindeutig Maximallosung des Anfangs-
wertproblems.

. Wir bemerken, dass k-maliges Ableiten eine lineare Abbildung auf dem Vektorraum der k-mal diffe-
renzierbaren Funktionen ist, d.h. fiir £-mal differenzierbare Funktionen y, y; und y> und einen Skalar A
gilt
dk dk
= () = \A—
d:Ck ( y) d[Ek y b
und
dk dk dF
Tk 7 (1) = Jpk YT gEYe
a) Die n-mal differenzierbaren Funktionen bilden fiir sich einen Vektorraum. Wir miissen zeigen,
dass die Losungen der homogenen Gleichung einen linearen Unterraum bilden.
Zunichst ist die Nullfunktion eine Losung der homogenen Gleichung.

Ist y eine Losung der homogenen Gleichung, so ist

n

L) = a dd )\y—)\Zal y—)\Ly—O
=0

Analog zeigen wir fiir zwei Losungen y; und ys, dass
~ d ~ &
L(y1 +y2) = ;ai% (y1 +y2) = ;aiﬁ% + ;ai@yz = Ly + Ly,

d.h. auch die Summe zweier Losungen ist wieder eine Losung der homogenen Gleichung.

Bitte wenden!



b) Wegen der Linearitit der Ableitung ist
L(yp+yn)=Lyp+ Ly, =b+0=0>.
Nehmen wir umgekehrt an, dass y;, + y, die Gleichung L (yp, + yp,) = b 16st. Dann ist
0=L(yn+yp) —b=Lyn+ (Ly, —b) = Ly .
Also 16st y;, die homogene Gleichung.
¢) Wieder verwenden wir die Linearitit der Ableitung und schreiben

Lyir+...yr)=Ly1+...+ Ly, =b1+ ...+ b,.

a) Die Losung der homogenen Gleichung erhalten wir durch die folgende Rechnung:
a2 a2
yn(x) = el (o) de — o=te — CeTr

mit C' = e°. Eine Losung der inhomogenen Gleichung

dy "
29 — 1) - e
- +zy=(x+1)-e
erhalten wir durch Variation der Konstanten

22 1) -e®
e 2z
Wir berechnen das Integral

1)-e” P .
/MCM:/(JS-FU-672+”dx:/($+1)-6%(“+1)2—%dx

6_%
22
= e%(m+1)2_% + C = GT+$ —+ C

und erhalten die allgemeine Losung ¢ : R — R mit

2 22

y(lx) =e 7 . (eéﬂ + C) =e"+Ce 7.

b) Wir I6sen zunichst die zugehérige homogene Differentialgleichung 3’ 4+ y/2 = 0 durch Separation
der Variablen: Umstellen ergibt

y'(z) 1

y(z) x
und indem wir beide Seiten integrieren erhalten wir

b

log|y(z)| = —log|z| + ¢

mit einer Konstanten ¢ € R. Durch Anwendung der Exponentialfunktion erhalten wir die allge-
meine Losung y(z) = +e®/x = C/x mit einer Konstanten C' = +e°. Wir rechnen nach, dass dies
eine Losung ist.

Die Losung der inhomogenen Differentialgleichung bestimmen wir durch Variation der Konstan-
ten.

y(z) = eilogx/cosxelog””daz

1
f/:ccoswdm
T

cosz + C .
= —  +sinx
T

Siehe nichstes Blatt!



der inhomogenen Gleichung, wobei C' € R eine Konstante ist. Fir C # —1 ist y auf R\ {0}
definiert. Fiir C = —1 konnen wir y in = 0 stetig mit y(0) = 0 fortsetzen, denn

cosx — 1 (Z;O:O(_l)k(gikk)!) -1 > T
x - x - Z(_l)k (2k)!

und die Reihe hat den Wert 0 an der Stelle x = 0. Weiterhin ist sie eine iiberall konvergente
Potenzreihe und somit unendlich oft differenzierbar. Wir rechnen leicht nach, dass sie auch die
Differentialgleichung in x = 0 erfiillt.




