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1. Wir parametrisieren den Torus durch
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>H
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Die partiellen Ableitungen von f nach ¢ und ¢ sind
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= r(R+7cost)y/cos2 9 + sin® ¢ = r(R 4 rcos ).

Dies setzen wir in die Formel fiir den Fldcheninhalt ein und erhalten
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2. Die Feldlinien « zu einem Vektorfeld V' sind charakterisiert durch die Differentialgleichung v' = V().
Das gesuchte Vektorfeld V' : R? — R? muss also fiir alle 7,9 € R die Eigenschaft ;. 4(t) =
V (yr,9(t)) erfiillen, d.h.

—rsint ' rcost
rcost =7.9t) =V(po(t) =V rsint
1 t—1

Dies wird gelost durch das Vektorfeld

T -y
%4 Y =1 =z
z 1

Bitte wenden!



3.

a)

b)

Fiir das hier betrachtete Vektorfeld auf R2,

P(z,y) ) < a? —2y° )
K(z,y) = = ,
(=.9) < Q(z,y)  + 5y
gilt P, = —6y? # —1 = Q.. Folglich besitzt K kein Potential.

Fiir das hier betrachtete Vektorfeld auf R?,

P(z,y) ) ( y*+5 )
K Jj’ = ’ = y
w0 =( o 20y — 8
gilt P, = 2y = 2y = Q,. Da der Definitionsbereich R? ein (unendlich ausgedehnter) Quader ist,
besitzt K ein Potential.

Sei f ein Potential zu K. Aus f,(z,y) = P(x,y) = y* + 5 folgt dann mit dem unbestimmten
Integral

) = / (W +5)dr = (4 +5)z +g(y) = o + 52+ g(y),

wobei die Integrationskonstante g(y) noch von y abhingen darf! Ableiten dieser Gleichung nach
y liefert

fy(@,y) =22y + ¢'(y).
Andererseits gilt
fy(@,y) = Qz,y) = 2xy - 8.
Also ist ¢’(y) = —8 und somit ist g(y) = —8y + c fiir eine Konstante ¢. Somit ist
flzy) = 2y + 50 -8y +c

ein Potential zu K.

(Bemerkung: Da R? zusammenhingend ist, unterscheiden sich zwei beliebige Potentiale nur um
eine konstante Funktion. Darum hat jedes Potential von K die genannte Gestalt.)

4. Das Vektorfeld

P(z,y,z) (a + z)y? sin(z)e”
K(z,y,2) = | Qz,y,2) | := bry sin(z)e* ,
R(z,y,2) cxy? cos(z)e”

ist auf ganz R? definiert. Da R3 ein (unendlich ausgedehnter) Quader ist, hat K genau dann ein Potential,
wenn die folgenden Gleichungen gelten:

Ry = Qza
Pz = sz
Qs = P,.

Nach Berechnen der partiellen Ableitungen erhalten wir das Gleichungssystem

bxy cos(z)e” = 2cxy cos(z)e”,

(a + x)y? cos(2)e” = cy? cos(z)e” + cxy? cos(z)e”,

by sin(z)e” + bxysin(z)e” = 2y(a + x) sin(z)e”.

Siehe nichstes Blatt!



Durch Koeffizientenvergleich sehen wir, dass die Konstanten a, b, ¢ das Gleichungssystem

b=2c
a=c
1=c
b=2a
b=2

erfiillen miissen. Alsoista = lund b = 2und ¢ = 1.

Sei im Folgenden also

P(z,y,2) (1 + 2)y?sin(z)e”
R(z,y,2) xy? cos(z)e®

Sei f ein Potential zu K. Aus f,(z,y,z) = Q(z,y, 2) = 2zysin z e” folgt dann

flz,y,2) = /Qxysinzez dy = xy*sinze® + g(z, 2),

wobei die Integrationskonstante g(x, z) noch von x und z abhingen darf. Ableiten dieser Gleichung
nach z liefert

Andererseits gilt
fz(xv Y, Z) = R((E, Y, Z) = ny cosz ewv

woraus g, (z, z) = 0 folgt. Daher héngt g(x, z) von z nicht ab, das heisst, es ist g(z, z) = h(z) fiir eine
Funktion h. Schliesslich zeigt Ableiten nach x, dass

folz,y,2) = % (zy?sinze” + h(z)) = (1+2)y*sinze” + h'(z)

ist. Dies muss aber gleich P(x,y,2) = (1 + x)y*sinze® sein. Somit folgt h'(x) = 0, also ist h
konstant, und die Funktion

ry?sinze” + C
ist fiir jede Konstante C' ein Potential zu K. Wie in Aufgabe 3b) hat jedes Potential von K die genannte
Gestalt.



