D-ITET Analysis 11 FS 2014
Prof. Richard Pink

Musterlésung 12

1. In Serie 11, Aufgabe 3b) haben wir gezeigt, dass das auf R? definierte Vektorfeld

k() =)= ()

ein Potential besitzt. Daraus folgt, dass das Kurvenintegral

P
f(P):= K(z)-dx
Py

nicht von der Wahl des Weges von P, nach P abhingt. Es ist fiir jeden festen Anfangspunkt Py € IR?
ein Potential von K. Der Einfachheit halber wihlen wir als Weg die gerade Strecke

vth(Zz), teo,1],

von Py := (J) nach P = (;,)- Das Potential f ergibt sich dann als

f<z> - LK(x)~dx
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= / {nytQ + 5 + 2zy%t? — Sy} dt
0

1
= {nytg + (bz — 8y)t} -

= ay®+ 5z —8y.

Dies ist bis auf eine Konstante C' € R dasselbe Potential wie in Serie 11, Aufgabe 3b).

2. a) Zunichst skizzieren wir den Rand B des Gebietes

B::{(x>ER2 \ ogxg1,0§y§x2/3}.
Y

Bitte wenden!
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Nun parametrisieren wir die drei Randstiicke G'1, G2 und G'5 durch die drei Kurvenstiicke

¢ t ¢ 1 d ¢ 1-—1
Y1 it 0 , Y2 il " und y3 it (1—t)2/3’

wobei wir jeweils ¢t € [0, 1] wihlen. Die Parametrisierungen der Randkurvenstiicke sind so ge-
wihlt, dass der Rand 0B im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird.

Die Tangentialvektoren an diese Kurvenstiicke sind

0= (o) 0= (1) e 0= (g 4 ")

Daraus erhalten wir

s s [ v (0. ()

L) @a- frans

o e i o [ (00). (1)

L) Qe fra

und
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sowie

B [ K- | ' K(9a(6) - fult) dt = / 1 ("0 ()
- / ((21_—2;3) ' (—§ <1_—1t>—1/3> o
/01 [—(1—t)5/3 f§(1 ft)s/ﬂ dt = /01 72(1 )33

[2(1—75)8/3] 1 >

Wir fassen die Integrale zusammen und erhalten

g

0

5 3
Ia: K-d$=[1—|—[2+[3:0+1—*:*.
OB 8§ 8

Durch Anwendung des Satzes von Green erhalten wir das gleiche Ergebnis:

0Ky, 0K,
I, = K-da::/rothvol :/ —= — —— |dvol(;
B B ? B{ Oz dy } ()

1 2?3 1 1

; 3

:// [Qx—m]dydx:/ z~x2/‘3d:17:/ 23 de ==
o Jo 0 0 8

Bitte wenden!



b) Zunichst skizzieren wir den Rand 0B des Gebietes
B::{Cj) cR? | —ggxgg, —lgygcos(z)}.
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Nun parametrisieren wir die vier Randstiicke G1, G2, G und —G4 durch die vier Kurvenstiicke
it (22), t€[0,1], it (TZU), teo,1],
’YS:t’_}<t§1)a te[oal]a V4 :tH(cost(t))’ te[ig’g} :

Dabei ist 4 im Uhrzeigersinn orientiert. Die anderen Kurvenstiicke sind im Gegenuhrzeigersinn
orientiert.

Die Tangentialvektoren an die Kurvenstiicke sind

0= () 320 = (7): 3a) = (1) wna sat0)

Daraus erhalten wir

I = /71 K-dr = /01 K(n(t) y(t)dt = /01 (Smy(f()t)Q ' (;jg;) dat

- / (sm<_t5>> | (01> “

Iy = /w K-dx = /OlK(vz(t)) “a(t)dt = /01 (Smy(f()t))> ' (ig) dt

_ /01 (Sin(_j;+ M)> - (g) dt = —w/ol 1dt = —7

I
/‘x
)
E -
—
N
~_

Il
S—
2.
—_
QL
~
I
-

Siehe nichstes Blatt!



und

I3 = /73K~dx/01K(’Y3(t))o"yg(t) dt/ol (Siny(g()t))) . <x:(t)> W
B /o1 (;:(;) ' (?) dt = /01 1dt =1

sowie

I = AKW: gK(%(t))'%(t)dt:/_g( y(?) )(“’”(”) it

sin(z(t))/) \y(t)
/2; <ijg))) ' (- siln(t)> dt = /72T [cos(t) —sin®(t) | dt

A [ % B sin(t)zcos(t)]

w3

[ME]

Zusammengesetzt erhalten wir

L= Kde=IL+L+li—I=1—-n+1— [2—5} -
OB 2 2
Durch Anwendung des Satzes von Green erhalten wir das gleiche Ergebnis:
K K
I, = K-dx:/rothvob:/ {&—Q}dvol("fl)
B gl Ox Jy ‘

.
2

2B
= /_z /_C:)S(m)[cos(x)—1]dydac=/g[cos(x)—l]'[CfJS($)+1]daj

= /_2 [0052@)—1](1:5:/2

us _
2 2

[SE]

cos?(z) dx — / dx

[ME]

: z =
z sin(x) cos(z) _L? T____T
2 2 . = 2 2
2

. Parametrisierung der Kurve:
Wir fiihren Polarkoordinaten mit 2 = r cos(¢) und y = rsin(¢) ein. Dann wird die Gleichung
Py =Vat+yi
zu

r? =71 +7r-cos(p).

Also ist fiir Punkte auf der Kurve entweder r = 0 (das ist der Nullpunkt) oder

r =1+ cos(yp),
fiir ¢ € [0, 27]. Das ergibt die Parametrisierung

b B, g (1) 2 (1IN (et venile) )

y(») sin(p) + sin(y) cos(p)

Bitte wenden!



mit
, (- sin(yp) — 2sin(y) cos(y)
7= ooy rcomt) a0

Die Kurve wird im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen.
Berechnen der Fliche:
Wir wenden nun den Satz von Green an fiir v(;;) = (7”). Darot(v) = —5 (—y) = 1ist, gilt

voly(€) = /Q Ldvol, = /Q rot(v)dvoly = /a v-d()
_ /027r <—(Sin@ + sin ¢ cos SD)) . <Sin(sﬁ) — 2sin(y) COS(@)) dy

0 cos(ip) + cos2(yp) — sin?(p

27
— /O sin () - (1 + cos(¢))(1 + 2 cos(y)) dp

2m 27
/ sin?(¢) dyp + 3/ sin?(¢) cos(ip) dy + 2/ sin?(p) cos? (i) dy
0 0

{

2

I\D\G

©) cos(i) + sin®(p) + — (4¢ — sin(4cp))}
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. Wir parametrisieren die Randkurve 0 B des Bumerangs B durch

t:[0,27] - R, ¢ (I(ﬁ) _ (4c052(,.5)+cos(t)> .
y(t) sin(t)

Zur Berechnung des Flidcheninhaltes von B betrachten wir das Vektorfeld

T 0 8L2 8L1
= =2t
L(y) <$) mit rot L := E 3y
Mit Hilfe des Satzes von Green erhalten wir
vola(B) = / 1dvoly, = / rot(L) dvoly :/ L-dx :/ <0> ~d(y)
B B OB aB \7T
27 . 27
0 :v(t)) / .
= o dt = t t)dt
/0 (x(t)) (y(t) ) x(t) y(t)
27 27
= / [Zlcos2 (t) + cos(t)} cos(t) dt = / cos®(t) dt = .
0 0

Aus Symmetriegriinden verschwindet die y—Koordinate y, des Schwerpunktes und es bleibt die z—
Koordinate x4 zu berechnen. Dazu betrachten wir das Vektorfeld

Kx = 02 mit rotK—%—%:m
y Lo ox dy

2

Wiederum mit Hilfe des Satzes von Green und unter Verwendung der in als Hinweis gegebenen Integrale
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5.

erhalten wir
1

1
= lo = — K 1
T V012(B)/Bacdv02 7T/B]rot( ) dvoly
1 1
B K-dac:f/ (2>-dz
T JoB T Jop \'5 ()

1 2m 0 x(t) 1 2m 9 .

1 2m
T o
I 8 3

- 5 4 _
5 [16005 (t) 4+ 8 cos*(t) + cos®(t )} dt = o d 3

2
[4 cos?(t) + cos(t)} costdt

Der Schwerpunkt des Bumerangs ist also

a) Der Rand 9B des Dreiecks B wird durch die drei Kurven

0 t 1-—t
’Yl-t’—>(1t)a’72-t'—><0> Und’73.t'—>( . )

fiir t € [0, 1] parametrisiert, welche die Tangentialvektoren

OESOEEE

haben, mit den Betrigen |¥;| = |¥2| = 1 und |¥3| = v/2. Des Weiteren benstigen wir die nach
aussen zeigenden Normalenvektorfelder

n (1) e () 5 ()

Der Fluss des Vektorfeldes K durch den Rand 9B des Dreiecks B von innen nach aussen ist

K-ndvollzz K- nldvoll—Z/ K(y (v(1)) |5:()] dt

oB pt
-/ (_(51—_53 )-(5) ””/01 (3> ()1
() ()
]2 —/OthdzH—/Ol [2(1—t)t—t2+(1—t)2+t2]dt

/1

/ _(t—1) —t2+(t—1)2—2t(t—1)}dt
/ _

-/

2_92t4+1-— t2+t272t+172t2+2t}dt

_ t3 1 2
- —2t+2}d:{——t2+2t} =z,
I 3 o 3

Bitte wenden!



b) Die Divergenz von K ist

0K, 0K
divK = —1 + 222 — 2y 4+ 2y = 4y
or oy

und mit Hilfe des Satzes von Gauss erhalten wir

1,l—z
K - ndvoly :/ div K dvoly :// 4y dy dx
B B 0J0o

1 92 |l-x
O 2

1
dxz?/ [1—z)?dx =
0

0



