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1. Wir setzen voraus, dass
K, Ly
K= K2 und L = L2
K Ly
zweimal stetig differenzierbare Vektorfelder auf R? sind, wihrend f: R? — R stetig differenzierbar ist.
Wir kiirzen ausserdem ab: 9, := % und 9, := a% und 0, := %.

a) Durch Anwenden der Definition der Divergenz und der Produktregel fiir die partiellen Ableitungen

erhalten wir

div(fK) = 0,(fK1) + 0y (fK2) + 0.(fK3)

O f Ky
= | Oyf || K2 | +F (0:K1+0yKs + 0.K3)
0. f K3

=Vf- K+ f-divKk.

b) Durch Anwenden der Definition der Divergenz und der Produktregel fiir die partiellen Ableitungen
erhalten wir

KoLz — K3Lo

le(K X L) = div Kng — K1L3
KiLs — KoLy

= 0,(KoLs — K3Ly) + 0y(K3sLy — Ky Ls) + 0.(K Ly — K>Ly)

= K90,L3 — K30,L + L30,K5 — Lo0, K3 + KgayLl — Klang
+ Llﬁng — LgayKl + K10,Lo — K90,L1 + L20. K1 — L10, K>

= —K1(0yLs — 0,L2) + L1(0y K3 — 0. K2) — K2(0,L1 — 0, L3)
+ LQ(azKl — &CK;),) — K3(8$L2 — 8yL1) + L3(8xK2 — 8yK1)
=—K -rot L+ L -rot K
=L-rot K —K-rotL.

¢) Durch Anwenden der Definition der Rotation und des Gradienten sowie der Vertauschbarkeit von

partiellen Ableitungen erhalten wir

8Lf yazf - azayf
I‘Ot(Vf) =rot ayf = azarf - aTaZf =0.

Bitte wenden!



d) Durch Anwenden der Definitionen der Divergenz und der Rotation sowie der Vertauschbarkeit von
partiellen Ableitungen erhalten wir

0y K3 — 0, K>
div(rot K) = div [ 0, K1 — 0, K3
0. Ky — 0y K4

= 89381/[(3 — 0,0, K5 + 6y62K1 — 8y893K3 + 0,0, Ko — 628yK1 =0.
e) Durch Anwenden der Resultate aus den Teilaufgaben a) und d) erhalten wir
div(f 1ot K) 2 Vf - rot K + f - div(rot K) £ Vf - vot K .
2. Wir berechnen zunichst den Gradienten

Vf =

W=
N

und erhalten damit

x T+ a2z — asy

1
vy = 3 Y+ asr —arz
z Z+ a1y — asx

a) divw =11+1+1) =1

IS IS

b) Sei B := {z € R*| |z| = 1}. Mit dem Satz von Gauss folgt

4
/ v-dw = / divw dVOlg/ 1dvols = —m.
OB B B 3

x
c) rotv |y :% 2a0 | = %a.
z

d) Bezeichne B die Einheitsscheibe, deren Rand 0B der Einheitskreis ist und die in der Normalebene
zu q liegt. Fiir ihren Normalenvektor n gilt n - a = |a|. Der Satz von Stokes liefert daher fiir die

Zirkulation den Wert
/ v-dw = / rot v - ndvoly
oB B

/ %a - ndvols
B

2

= §|a| Bldvob
2 2m

= Yaor=Tpa
3 3

Siehe nichstes Blatt!



3. Variante 1 (direkte Rechnung): Wir parametrisieren B, analog zur Sphire, durch

- Rcosdcosp
T:[0,27[ x {190,7} — R3, ) = Rcosdsing |,
2 v Rsinv

wobei 1y den Winkel der “Abschneidehohe” bezeichnet. Fiir diesen gilt

d2
22 4+ 3% = R? cos® 9y cos? ¢ + R? cos® 0y sin® p = R? cos? ¥ = 7

und es folgt

d2
2
3“Jg = .
cos” Vo = 773
Mit dieser Parametrisierung ist
—Rcos¥sinyp —Rsind cos ¢ R? cos? ¥ cos ¢
Ty xTy = Rcosvcosp X —Rsindsing | = | R2cos?dsinp
0 Rcosd R?sin 4 cos 9
tatsdchlich nach aussen orientiert, wie verlangt. Es ist
—y 0
v=rotF=rot| = | =10
0 2

Der Fluss des Vektorfeldes v durch die Oberfliche B des Ballons von innen nach aussen ist daher

/v~dw = / (voT) (T, x Ty) dvoly
B [0,27[x[Y0,F]

z 27
// 2R? sin 0 cos 9 dip d¥
Yo 0

s

- 27rR2/2 2 sin 0 cos 9 d
9

0
us
2

21 R? [— cos? 19}
v=1

d? md?

= 27TR2 COS2 '190 = 27TR2 . 47}{2 = 7

Variante 2 (Gauss): Sei D der kreisformige “Deckel”, der den Ballon verschliesst, und sei G das Innere
der durch B U D gebildeten geschlossenen Fldche. Der Gausssche Integralsatz besagt:

/v-dw+/v-dw:/ U-dw:/divvdvolg,:/divrothvoLa,:O.
B D BUD G G

Um den Fluss durch den “Deckel” D zu berechnen, betrachten wir die Parametrisierung

T: (0,27 x {0, ‘ﬂ - R3, (f) > Zzzrzg:g))

wobei zp := Rsin 9 die “Abschneidehdhe” bezeichnet. Wir berechnen

—rsinp cos 0 0
T, x T, = 7 COS X sinp | = 0 = 0
0 0 —rsin? ¢ — rcos? @ —r

Bitte wenden!



Dieser Vektor ist ebenfalls auf den Gesamtballon bezogen nach aussen gerichtet. Fiir den Fluss des
Vektorfeldes v durch D erhalten wir somit

/v~dw = / (voT)- (T, x T)) dvoly
D [0,27[x[0,4]

0

% 27 0 % 2m
= / / 0 |- 0 dgodT:/ / —2rdpdr
o Jo 2 _ o Jo
d

r

d
2|2

2 r
= —477/ rdr = —47 —
0 2

—4rd? B LdQ

8 2

Nach dem Satz von Gauss ist der Fluss des Vektorfeldes v durch D und den Ballon B gleich 0. Folglich
erhalten wir fiir den Fluss durch den Ballon

2
/v-dw:—/v-dw:ﬂ.
B D 2

r=0

4. Der Satz von Stokes besagt, dass

/ V~d:c:/rotV~ndV012
as s

ist. Wir berechnen zunichst die rechte Seite. Dafiir parametrisieren wir S in Kugelkoordinaten durch

cos ¥ cos
) -

T:[0,27] x [0, z] — R3, (gp cos ¥ sin
2 ) .
sin
Dann ist
— cos ¥ sin —sind cos ¢
T, xTy=| cosdcosp | x | —sindsing
0 cos v
cos? 1 cos ¢ cos? ¥ cos ¢
= cos? ¥ sin = | cos?Isinp
cos ¥ sin ¥ sin? ¢ + cos ¥ sin ¥ cos? cos¥sind
Die Rotation von V ist
—2zy + 2yz 0
rotV = 0-0 = 0
0—(-1) 1

Daher ist die rechte Seite

/ rot V - ndvoly = / rot (V oT)- (T, x Ty) dvoly
S [0,27]x[0,%]
= con (0 cos? ¥ cos ¢
= / 0| - cos?dsinp | dodd
0 0 1 cos ¥sind

5 2T 1 -
:/ / cosﬁsinﬁdg@dﬂ:27r~§sin219|5 =.
o Jo

Siehe nichstes Blatt!



Wir berechnen die linke Seite. Der Rand von S ist der Einheitskreis in der z-y-Ebene mit Mittelpunkt
im Ursprung. Wir parametrisieren ihn durch

cost
v: (0,27 = R®, s | sint
0

Wir verifizieren, dass diese Parametrisierung die von 7' induzierte Orientierung trigt. Es ist

27 or [ 2cost —sint —sint
/ V.dx = V(y(t) -~v()dt = / —sint-0 . cost dt
o8 0 0 —sin®t-0 0

2m
= / (sin®t — 2sintcost) dt = 7.
0

Also gilt der Satz von Stokes in diesem Fall.

5. a) Wir parametrisieren den Randzyklus durch die drei Kurven

1-—t¢ 0 t
Yyt t , o Yart—= | 1—=t|, v3:t— 0 ,
0 t 1—1
jeweils fiir t € [0, 1]. Wegen der im Hinweis erwihnten Symmetrie gilt
3
/K-dr:Z K-dr=3 | K-dz
k=1"Y 7k 71
B!
Es folgt
1
/K-dx:3/ K-dx=3/ K(n (b)) -4 () dt
Y 71 0
1 [ 1—t—1t -1 1
23/ t+1—-¢t |- 1 dt=3/ 2tdt = 3.
0 \—1+t+¢ 0 0

b) Wir berechnen die Zirkulation mit dem Satz von Stokes:
/ K-dxz/rotK~dw=/rotK~ndvolg,
y=8D D D

wobei D das von ~ berandete ebene Dreieck sei. Wir parametrisieren D durch

b

1 1 1
r: B — RS, (Z“)H 0l +ul| 1 | +of 0

0 0 1
B::{(“) € R2
v

wobei

u,vE[O,l],OSu—i—vgl}

Bitte wenden!



ist. Es gilt

-1 -1 1
(Our X Opr) = 1 X 0 =1
0 1 1
Die Rotation von K = (K, K, K) ist
0,K. — 0.K, 1+1 2
rot K = 0, K, — 0, K, = 1+1 = 2
0. K, — 0,K, 141 2
Somit folgt
1 1—u
/rotK~dw :/ (K or) - (0yr x 0yr) dvoly = /deolg / / 6 dv du = 3.
B
D 0 0

Aliter: Nach Stokes gilt

/K~dx:/r0tK-dw:/rotK~ndV012.
D
% D

1
1
Der dussere Einheitsnormalenvektor ist n = — 1 ], also gilt
V3 \ 1
/tK dvoly — — G/dl L 6vola(D)
ro -ndvoly = — - voly = — - 6vo .
2 Ve 2 NG 2
D D

Es handelt sich bei D um ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenlinge v/2, also mit Hohe £ V2

und Flache — V2. \f V2= \f . Daraus folgt

V3

1
/I‘OtK'ndVOIQ—ﬁ'G'?—S.

D



