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Musterlosung 5

1. a) Esgilt

fz = _a:le fme ngy

_ 1 _ 2

fy = —zp fw = ap
fxy = mzyzzfy:r

Die Taylorentwicklung zweiter Ordnung im Punkt (1, 2) ist

Flay) =7(01,2) + V(1,2) - ((29) ~ (1,2))"
b5 ()~ (1L2) V2F(L2) () — (1,2)7 +ol((@,9) ~ (1,2)°)

Daher haben wir im Punkt (1, 2)

fay) =5 -5 @-1)-7-2)
P @D @D -2)+ 5 -2+ ol((my) — (1,2)).

Aliter: Wir wissen, dass wenn f durch eine Potenzreihe darstellbar ist, diese mit der Taylorreihe
iibereinstimmt. Um mit der geometrischen Reihe entwickeln zu konnen, schreiben wir f wie folgt
um:

) = — = ! . .
Wy T U—(-2)2-2—y) 20-(Q-2)(0-(1-

Nk

)

Fiir [1 — #| < 1und |1 — ¥| < 1 folgt
fzy) =

(1 -1+ @ -1+ o((z— 1)2))
(-G ) ).

Multiplizieren wir aus bis zu Termen zweiter Ordnung, gelangen wir auf dasselbe Ergebnis wie

durch Ableiten.
b) Es gilt
9oz = ieg Gzx = ?ieg
—  _zz,% — |22z 4 2Pz| %
9y = 2 CY Gyy = 5 + S| ev
9. = ev 9. = 0
g = —[F+5]eF =
1 z
Gzz = gey = Gzx
Gyz = _y%e;:gzy-

Bitte wenden!



Das Taylorpolynom zweiter Ordnung von ¢ in einem Punkt (xg, yo, zo) ist gegeben durch

f(xvya Z) :f(l’ 1, 1) + Vf(la 1, 1) : ((:U,y, Z) - (L 1, 1>)T
g (@y,2) — (0L D) V2R L) (9, 2) — (1,1,1)7
Fol((y,2) ~ (1,1,1)%).

Daher haben wir im Punkt (1, 1,1)

f(z,y,2) :e(1-1—(33—1)—(y—1)+(z—1)—&-;(x—l)2
=D 2@ DD+ =) - - - D)

+o(((z,y,2) = (1,1,1))") .

2. Zunichst berechnen wir die erste Ableitung

Vi@.y) = (o). fy(x.y) = (v +sinz, 22y)

Fiir einen kritischen Punkt muss diese verschwinden, es muss also gelten 32 + sinz = 0 und 2zy =
0. Aus der zweiten Gleichung folgt, dass x oder y verschwinden muss. Fiir z = 0 liefert die erste
Gleichung y = 0, und fiir y = 0 ist die erste Gleichung dquivalent zu x = k7 mit k € Z. Die kritischen
Punkte von f sind also genau die Punkte der Form (z,y) = (k7,0) mit k € Z.

Zur Bestimmung des Typs berechnen wir die zweite Ableitung, die Hessesche Matrix:

2 | cosz 2y
Vf(x,y)—{ 2y 217:|

In einem kritischen Punkt (x,y) = (km, 0) ist diese:

| coskm 0 [ =Dk o0
VZf(’”’O)_{ 0 QkW}_[ 0 2k7T:|'

Dies ist bereits eine Diagonalmatrix; ihre Eigenwerte stehen auf der Diagonalen. Daher haben wir die
folgenden Fille:

k>0 gerade = beide Eigenwerte sind positiv = lokales Minimum
k >0 ungerade = ein negativer und ein positiver Eigenwert = Sattelpunkt
k=0 = ein Eigenwert ist 0 = ausgearteter Punkt
k <0 gerade = ein positiver und ein negativer Eigenwert = Sattelpunkt
k <0 wungerade = beide Eigenwerte negativ = lokales Maximum

3. Der Gradient der Funktion f) ist
Vix(x,y,2z) = (293 + 43,2y + Nz + 493,22 + My + 423)

und die Hessematrix berechnet sich zu

2+ 1222 0 0
V2 (@, y,2) = 0 2+ 127 A
0 A 241222

Siehe néchstes Blatt!



Offensichtlich ist der Ursprung (0, 0, 0) ein kritischer Punkt von f). Die Hessematrix ist dort
2 0 0
V2£,(0,0,0) = 0 2 X
0 A 2
Um den kritischen Punkt zu klassifizieren berechnen wir die Eigenwerte von V2 fy. Dazu faktorisieren

wir das charakteristische Polyom

22—« 0 0
x(a) = det 0 2—a A =2-0a)(2-a)’=-X)=2-a)2+r-a)(2—A—q)
0 A 2 -«

und lesen daraus die Eigenwerte
a1:2, Ot2:2+)\, 043:27>\
ab als Nullstellen des Polynoms.

Falls |\| < 2 ist, sind alle drei Eigenwerte positiv. Folglich ist die Hessematrix H ¢, positiv definit und
der Ursprung ein lokales Minimum.

Falls |A| > 2 ist, sind zwei Eigenwerte positiv und einer negativ. Folglich ist die Hessematrix Hy,
indefinit und der Ursprung kein Extremum.

Fiir |A| = 2 ist einer der Eigenwerte 0 und daher die Hessematrix ausgeartet. Fiir (z,y, z) # (0,0,0)
gilt

fra(@,y,2) =2 + P+ 2 22z 42t +yt 2t =P+ (v )+t +yt 42 >0,

denn alle Terme sind grosser oder gleich null und mindestens ein Term vierter Potenz ist strikt positiv.
Folglich ist der Ursprung ein isoliertes lokales Minimum.

4. Die Menge B setzt sich zusammen aus den drei Eckpunkten
P, =(0,-10),P, = (0,5) ,P; = (—10,0) ,
den Randbdgen 71, 2, v3 und dem Inneren B.
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Die kritischen Punkte von f in B miissen das folgende Gleichungssystem erfiillen:

Vf=(2x—8,2y—6)=(0,0).

Bitte wenden!



Wir erhalten den Punkt P, = (4, 3), der, wie man sich leicht iiberzeugt, tatséichlich in B liegt (wegen
42 432 =25 < 100 = 10?).

Langs 1 ist z = O und —10 < y < 5. Die bedingt kritischen Punkte von f auf ~; sind die kritischen
Punkte der ersetzten Funktion

y— f(0,y) =y> —6y.

Die Gleichung 0 = % (f(0,y)) = 2y — 6 liefert y = 3 und damit den Punkt P; = (0, 3), der auch

wirklich auf ~; liegt.
Lings vo istx = —10 4+ 2y und 0 < y < 5. Es gilt daher, die kritischen Punkte der Funktion
y = f(=10+ 2y, y) = 5y* — 62y + 180

zu bestimmen. Es muss also gelten

d
0= —f(—10+2y,y) = 10y — 62.
dy

Daraus folgt y = 6.2 und x = 2.4, aber der Punkt mit diesen Koordinaten liegt nicht auf ;.

Fiir 3 benutzen wir Lagrangemultiplikatoren mit der Nebenbedingung F(z,y) := 22 + y? — 100 = 0.
Es muss gelten:

fo = My & 20-8 = 2\
fy = Ay & 2y—6 = 2y
F = 0 & 24y? = 100.

Auflosen ergibt A # 1 und

I
e

16 0 - % Y
T t ooy = 100; a—xe 4
A 5 oder 3

Dies liefert (x,y) = £ (8,6), von denen aber nur der Punkt Ps = (8,6) auf 73 liegt. Wir haben also
folgende “Kandidaten™:

P, Py P Py P P

(xz,y) | (0,—10) | (0,5) | (—10,0) | (4,3) | (0,3) | (8,6)

flz,y) | 160 -5 180 | —25 | —9 0

Die globalen Extrema sind also das Maximum 180 im Punkt P; und das Minimum —25 im Punkt P;.



