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Musterlosung 6

1. Die Funktion )

X 1
F — oY o
(@,y) =" +y+ 5 —o—3

ist beliebig oft stetig differenzierbar. Thre ersten partiellen Ableitungen sind
Fo(z,y) = v —1
Fy(z,y) = e+ 1.
a) Offensichtlich gilt iiberall F}, > 0, also insbesondere I}, # 0. Aus dem Satz iiber implizite Funktio-
nen folgt, dass die Losungsmenge der Gleichung F'(z,y) = 0 in einer Umgebung jeder gegebenen

Losung (9, yo) der Graph einer differenzierbaren Funktion y = (z) ist. Da F'(x, y) beliebig oft
stetig differenzierbar ist, gilt dasselbe fiir die Funktion ¢(x).

b) Die Ableitung der Gleichung F'(x, ¢(x)) = 0 nach x liefert mit der Kettenregel

Fo(z,0(@)) + Fy(@,0(2))¢' (z) = 0,
daraus ergibt sich die Ableitung von o (z)

r_ B
Y = F,-
Die Gleichung F,(z, o(x)) + Fy(z,¢(z))¢’(xz) = 0 leiten wir ein weiteres mal nach = ab, wo-

durch die zweite Ableitung von y auftaucht. Dazu beniitzen wir wiederum die Kettenregel:

0= L (Falar 9(a))) + - (R, o(e) - @) + By () - ' (2)
= Fra(2,0(2)) + Foy (2, 0(2)) - ¢' () + Fya(, 0(x)) - ¢ (2) + Fyy (2, 0(2)) - (¢')*(2)
+ Fy(@, ¢(x)) - 9" ()
= Fual,0(0) + 22y (7, 0(2) - ¢ (2) + Fo 1, 0(a)) - (9)2() + Fy o, 0()) - /(@)

Schlussendlich setzen wir ¢’ = — % ein und 16sen nach ¢ auf:
Y
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An einem kritischen Punkt von ¢ muss ¢’ = 0 gelten, also F,, = x — 1 = 0 und somit z = 1.
Wegen F,, = 0 ist dort die zweite Ableitung

2

= = <
Fg’ F, e¥+1

1

¥ 0.

Somit liegt an diesem kritischen Punkt ein lokales Maximum von ¢ vor.
Bemerkung: Der zu x = 1 gehorende Wert von y erfiillt die Gleichung

1 1 ;
F(l,y):ey+y+§—1—§:ey+y—1:O.

Bitte wenden!



Sicher ist y = 0 eine Losung. Sie ist auch die einzige, denn die Funktion y — e¥ + y — 1 hat die
Ableitung e¥ + 1 > 0, ist also iiberall streng monoton wachsend, und kann daher hochstens eine
Nullstelle auf R haben.

2. a) EsgiltVyg(z,y) = (73x2, 2y). Dies kann nur Null sein, wenn z = y = 0 ist. Fiir ¢ # 0 liegt dieser
Punkt nicht auf K. Dann ist K eine iiberall regulidre Kurve. Fiir ¢ = 0 hingegen ist (0,0) € K und
K ist regulir ausserhalb von (0, 0).

b) Der Torus T ist die Nullstellenmenge der Funktion

2
t(z,y,z) = (4— Va2 +y2) +22-1.
Ihr Gradient ist

2x (4—\/1:2—|—y2) 2y (4—\/x2—|—y2>
Vi(z,y,2) = | — - , 22

2
Der Torus ist iiberall regulér, wo V¢ nicht verschwindet. Ist aber z = 0, so folgt (4 —\/x2+ y2) =

1 und die z- und y-Komponenten von V¢ kénnen nur verschwinden, wenn x = y = 0 ist. Aber
(0,0,0) ¢ T. Das heisst, T ist eine iiberall regulire Fliche.

¢) Die Kurve C' besteht aus den gemeinsamen Nullstellen der Funktionen
gi(zy,2) =2 +y* +2° — 1

und

g2y, 2) =a* +y* = 2%

Deren Gradienten sind

Vgl ({E7 Y, Z) = (2(,3, 2y7 22) )

VQQ(I7 Y, Z) = (4I3a 4y37 7322) .
Beide verschwinden nicht auf C. Es ist 23 = z* + y4 > 0 und Gleichheit gilt genau dann, wenn
x =1y = z = 0ist. Jedoch ist (0,0,0) ¢ C. Also ist z > 0. Daher haben die z-Komponenten
von Vg; und Vgo entgegengesetztes Vorzeichen. Sind Vg; und Vgs linear abhingig, so gibt es
demnach ein A > 0, so dass 2o = 4z ist. Es folgt x = 0; genauso ist y = 0. Aber (0,0, 2) ¢ C.
Somit ist C' iiberall regulér.

3. Sei S die Fliche im R3, deren Punkte die Gleichung z = zy + 1 erfiillen. Diese Fliche ist die Nullstel-
lenmenge der Funktion

g(z,y,2) ==z—ay—1.

Die Wurzelfunktion ist streng monoton wachsend. Statt der Abstandsfunktion |(x,y, z)| konnen wir
demnach auch ihr Quadrat, also die Funktion f(x,y, z) := 2% + y? + 2% minimieren.

Da Vy(z,y,z) = (—y, —, 1) nie Null wird, ist S eine iiberall regulire Fliche. Also ist jedes globale
Minimum ein bedingt kritischer Punkt.

Die kritischen Punkte der Lagrange’schen Hilfsfunktion

F(‘r7yaz) = f(x,y,z)*/\g(ﬂf,y,z) :$2+y2+227>\(2’71‘y*1)

Siehe nichstes Blatt!



sind gegeben durch die Gleichungen
oF

=2x+Xy=0
F
a—:2y+)\x:0,
9y
oF
—=2z—-A=0
0z : ’
oF
azz—my—lzo.

Aus den ersten beiden Gleichungen ergibt sich 4zy = \2xy. Also ist entweder A = +2 oder x = 0
oder y = 0. Ist A = —2, so folgen y = x und z = —1. Setzen wir diese Werte in die vierte Gleichung
ein, so erhalten wir 22 = —2, was keine reelle Losung hat. Ist A = 2, so folgen x = —y und z = 1.
Mit der vierten Gleichung ergibt sich x = y = 0. Ist x = 0, so ist wegen der vierten Gleichung z = 1;
daraus folgt A = 2, und wiederum y = 0. Genauso impliziert y = 0 die Gleichung z = 0.

Der einzige bedingt kritische Punkt von f auf der Fliche F ist also (z,y, z) = (0,0, 1). Dort hat f den
Wert 1, und der Abstand vom Nullpunkt ist folglich 1/ f(0,0,1) = 1.

Tatséchlich ist dieser Punkt (0, 0, 1) die gesuchte globale Minimalstelle. Wir schliessen dies aus der fol-
genden Uberlegung: Fiir jedes R > 1 sei Bg die abgeschlossene Kugel mit Radius R um den Ursprung.
Dann ist Bg N S kompakt und nicht-leer, denn (0,0,1) € Br N S. Also nimmt die stetige Funktion f
darauf ein Minimum an. Weil f auf dem Rand von By den Wert R? > 1 = £(0,0,1) hat und (0,0, 1)
der einzige kritische Punkt im Inneren ist, wird das Minimum in diesem Punkt angenommen. Da R
beliebig war, ist (0, 0, 1) auch die einzige Minimalstelle von f|g.

. Wir suchen die Maximalstellen der Volumenfunktion
f@,y,2) = zyz
unter den Nebenbedingungen

g1(z,y,2) =4x +4y+ 42 —43.2=0,
92(z,y,2) = 2zy + 222+ 2yz —43.2 =0

und z,y,z > 0.

Zuerst rechnen wir lokal. Sei C' die durch die Gleichungen g; = g> = 0 definierte Teilmenge von R3.
Die Gradienten von g; und g» sind

Vi (z,y,2) = (4,4,4), und
Vg?('r7yvz) = (2(y+z),2(m+z),2(m+y)) .

Diese sind genau dann linear abhiingig, wenn & = y = z ist. Die Punkte (z, x, ) liegen jedoch nicht
auf C, denn die Gleichungen 12z = 43.2 und 622 = 43.2 widersprechen einander. Also ist C eine
iiberall regulédre Kurve.

Die Lagrange’sche Hilfsfunktion F' = f — A1g1 — A2go hat einen kritischen Punkt, wenn die folgenden
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Gleichungen erfiillt sind.

F
%:y2—4/\1—2>\2(y+2)20,
F
%y =zz—4\ —2X(z+2) =0,
oF
oF
o T+ 4y + 4z 3 0,
oF
— =2zy+2x2+2yz—432=0.
O0A2

Wir ziehen die erste Gleichung von der zweiten, die zweite von der dritten und die dritte von der ersten
ab. Dann ergeben sich die Gleichungen

Es folgt, dass = y oder z = 2\, ist. Aus z = 25 folgt © = 2\, oder y = 2),. In jedem Fall sind
mindestens zwei Seitenldngen gleich. Da alles unter Vertauschung der Variablen invariant ist, konnen
wir oBdA z = y annehmen. Dann folgt

8z + 4z =43.2,
222 +4x2 =432

Durch Eliminieren einer Variablen und Losen einer quadratischen Gleichung finden wir dafiir die Lo-
sungenz = £,z = 2 und 2 = 6,z = — 2. Die zweite davon kénnen wir wegen des negativen Vor-
zeichens ignorieren. Insgesamt erhalten wir somit den bis auf Symmetrie einzigen relevanten bedingt

kritischen Punkt
( ) 6 6 42
T,y 2)=|—=,=,— | .
7y’ 55 57 5

Aus folgender Uberlegung schliessen wir, dass wir die gesuchte Maximalstelle gefunden haben. Fiir
x,y,z > 0 befinden sich wegen g; = 0 alle Punkte von C' im Quader @ := [0, 10.8]. Der Schnitt
QNC ist kompakt. Er ist ausserdem nicht-leer, da die kritischen Punkte in ihm enthalten sind. Die stetige
Funktion f nimmt also ihr Maximum auf @ N C an. Am Rand 9 (Q N C) gilt x = 0 oder y = 0 oder
z = 0. Daher verschwindet f dort, wihrend an dem gefundenen kritischen Punkt f(z,y,z) > 0 gilt.
Somit kann sich das Maximum nicht am Rand befinden und an der Maximalstelle muss f(x,y, z) > 0
sein.

: 1512
An diesem hat f den Wert S5=.

Das Volumen ist demnach maximal fiir einen ldnglichen Quader der Seitenlingen g, g und 4—52 Latschen.

ot 1512 :
Es betréigt 5= Kubiklatschen.



