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Prof. Richard Pink

Musterlosung 9

1. Der Integrationsbereich K, ist rotationssymmetrisch um die z-Achse und entsteht daher durch Drehung
eines Durchschnittes mit der halben Koordinatenebene {(?) € R3ly = 0 Az > 0} um die 2-Achse.
Dieser Durchschnitt wird begrenzt durch

e die z-Achse,

o die Parabel 22 4 2 = 2az
und

e den Kreis 22 + y? + 22 = 3a2.
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Der Symmetrie des Problems entsprechend rechnen wir in Zylinderkoordinaten:

T = Trcosy (r>0, p€10,2m))
= rsingp
= z = 2 +y? =2

Die Parabel und der Kreis von oben werden dann durch die Gleichungen
r? =2az und 7?4+ 2% =3d?
beschrieben. Die Dichte ist 1 = 22 + y? + 22 = r? + 22,

Damit wir die Integrationsgrenzen bestimmen koénnen, bendtigen wir den Schnittpunkt von Parabel und
Kreis:

r? = 2z und r?+ 2% = 3d?
= 20z + 22 = 3d®
2242z-3d> = 0
-3
212 = —aty\a?+3a® = { “

Bitte wenden!



Die z = —3a Losung kommt nicht in Frage, da > = 2az dann keine Losung € R hat. Am Schnitt-
punkt von Parabel und Kreis gilt also z = a und r = v/2az = v2a.

Sei g die Funktion
V2az, fir z < a,

:[0,V3a] > R,z —
9: ] {\/3a2—z2, fiir z > a.

Dann ist

K, = {(g) €R®| 2z €[0,V3a], Va2 + 42 < g(z)}

Mit einer Formel aus der Vorlesung erhalten wir
/ u (5) dvols (3"3)
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V3a  rg(2)

/ / (7;2 + 7"2) - 2mrdrdz
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= 27r/ / (r3 + 2%r) drdz + / / (3 + 2%r) drdz =
0 0 a
a 2az
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dz + / [(r2 + 222)1“2]
r=0 a 4

a 1 \/gCL
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= 2 a?z® + 1az4 + 1 9az — 125 v
- T3 TR | I 57|,
= 27ad® I + 9—\/3
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2. Wir rechnen beide Aufgabenteile in den iiblichen Zylinderkoordinaten, das heisst mit z = 7 cos ¢,
y=rsinp,und z = 2.

a) Der Abstand des Punkts (é ) von der z-Achse ist r = /22 + y2. Das Trigheitsmoment ist also
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b) Der Abstand des Punkts <§) von der y-Achse ist V2 + 22 = /r2 cos? ¢ + 22. Das Trigheits-

Siehe nichstes Blatt!



3.

moment ist also

2r L R 2r L R
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a) Das Volumen kann als Integral der Flicheninhalte der kreisformigen Querschnitte
{(@y) |2 +y* <277}

des Rotationskdrpers iiber z von 1 bis 0o berechnet werden. Hierbei handelt es sich wegen der In-
tegrationsgrenze +o0o um ein uneigentliches Integral. Weil der Integrand eine nichtnegative Funk-
tion ist, ist das uneigentliche Integral entweder konvergent oder hat den uneigentlichen Grenzwert
00.

o0
Volumen = / 72 2 dz
1
R
= lim 72 2dz
R—o0 1
. _1 R
= lim —=nz 1| 1
R—o0 =
_ =1
- Tz ’z:l

—7m-(0—-1) = 1< 0.

b) Aus Teil (a) wissen wir, dass das Volumen von R gleich 7 ist. Aufgrund der konstanten Dichte
@ = 1 ist damit die Masse ebenfalls m = 7. Die x—Koordinate des Schwerpunkts S ist gegeben

durch
LL’S:%/RMZ‘dVOI;),(g) :%/Rdeolg(g)

In Zylinderkoordinaten in der Form ( z ) = ( 77;2101”51 :ﬁ ) erhalten wir

-1
1 e’} z 27
Ty = f/ / / rcosprdpdrdz
T J1 0 0
0,

Bitte wenden!



da f02 " cos ¢ dp = 0 ist. Analog sieht man, dass ys = 0 ist. Fiir die z—Koordinate erhalten wir

1 [e’e) P 27
zg = 7/ / / zrdpdrdz
™ J1 0 0
-1
1 o0 z
= 7/ / 2mzrdrdz
™ J1 0
[e'e] 21
/ (zr2 )dz
1 r=0
o0
/ 27 dz.
1

Da dieses Integral gegen oo divergiert, existiert der Schwerpunkt im eigentlichen Sinn nicht. Das
heisst, wir konnen ihn uns unendlich weit weg entlang der z-Achse vorstellen.

¢) Der Abstand r, eines Punktes (g) von der z—Achse ist r, = /22 + y2. Das Trigheitsmoment
von R bzgl. der z—Achse ist damit gegeben durch

@z:Lurgdvolg(g) :/R(x2+y2)dv013(:y0).

Wieder unter Verwendung von Zylinderkoordinaten ( f) erhalten wir wegen 22 4 2 = 2
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