D-ITET Analysis 11 FS 2014
Prof. Richard Pink

Serie 13
Operationen auf Vektor- und Skalarfeldern

1. Formulieren und beweisen Sie koordinatenfreie Identititen im R3 der Form

rot(fK) = (Vf) x K+ f-rot K.

a) div(fK) = ... d) div(rot K) = ...
b) div(K x L) = ... e) div(f ot K) = ...
¢) rot(Vf)= ...

Integralsitze im R3

2. Gegeben seien der Vektor a = <§§ ) # (

[elelen)

) und die Funktion

x
fly | =s@*+y*+27).
z
Betrachten Sie das Vektorfeld
v=Vf+axV/f.
a) Berechnen Sie div v.
b) Berechnen Sie den Fluss von v durch die Oberflache der Einheitskugel um den Ursprung.
¢) Berechnen Sie die Rotation von rot v.

d) Berechnen Sie die Zirkulation von v entlang des Einheitskreises um den Ursprung in der
Normalebene zu a.

3. Ein Heissluftballon habe die Form einer Sphiirenkappe mit Radius R > 0 und Offnungsdurch-
messer 0 < d < 2R:

Durch die pordse Oberfliche B dringt das im Inneren enthaltene Gas mit der Geschwindigkeit
v = rot F nach aussen, wobei

Bitte wenden!
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ist. Berechnen Sie den Fluss / v - dw durch die Ballonoberfliche B.
B

4. Verifizieren Sie den Satz von Stokes fiir das Vektorfeld

T 20 —y
Viyl = —y22
z

unddieMengeSz{(é) ER3 22+ 2 +22=1,2>0}.

5. Berechnen Sie die Zirkulation / K - dr fir das Vektorfeld

~y
T r—y—+=z
Klyl=|ly—z2+2
z z—xr+y

und den in der Abbildung dargestellten Weg v

a) direkt.

b) mit Hilfe des Satzes von Stokes und einer Parameterdarstellung der Dreiecksfliche.

Hinweis: Die Gesamtsituation ist symmetrisch beziiglich zyklischer Vertauschungx — y — 2 — x.

Siehe nichstes Blatt!



Multiple-Choice-Aufgaben

1. Welcher der folgenden Vektoren ist ein nach aussen gerichteter Normalenvektor (nicht notwen-
digerweise normiert) auf dem Rand des Ellipsoids

€ 5 x 2 yz 52

2z /a?
@ | 2y/0?
2z/c?

—2z2/a?
(b) | —2y/t?
—2z/c?

yz(1/b* —1/c?)
() |zz(1/c?—1/a?)
ry(1/a® — 1/b?)

Bitte wenden!



2. Seien

0 0
pr:=[0]) undps:=1| O
1 -1
Betrachten Sie das Vektorfeld
C xr — C xr —
K(x):= 1 pz,l))—i— 2 ( pg)’ z € R~ {p1,p2}.
|z — p1 |z — pal

Welchen Wert hat sein Flidchenintegral iiber die Oberfliche des Wiirfels [—a, a]3 fiira > 1?
(@ 0
(b) 4m(c1 + c2)
(c) 4m(cy + c2)a?
(d) 8(c1 +c)a?

(e) 47‘((61 — CQ)

3. Sei K ein C'-Vektorfeld auf B C R3. Welche der folgenden Aussagen ist falsch?

(a) Fir eine Fliche F' C B misst das vektorielle Fldchenintegral / K (x) - dw den Fluss von K
F

durch F'in Richtung des gewihlten Normalenvektors.
(b) Falls div K = 0 ist, verschwindet der Fluss von K durch jede Fliche F' C B.
(c) Der Fluss von K durch die Randfliche von B ist die totale Produktionsrate von K im Innern.

(d) Die Divergenz eines Vektorfelds misst die lokale Produktionsrate in jedem Punkt.



