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1. a) Wir haben
det (G− λ1) = (1− λ)(3− λ)− 4 = λ2 − 4λ− 1.

Durch Anwendung der Binomischen Formel finden wir λ± = 2±
√

5.

b) Wir lösen das Gleichungssystem

a1± + 2a2± = λ±a
1
±

2a1± + 3a2± = λ±a
2
±.

von Hand: Wir lösen die erste Zeile nach a2± = 1
2a

1
±(λ± − 1) auf und sehen, dass mit der

Wahl die zweite Zeile automatisch erfüllt ist. Damit ist ist für alle a 6= 0

v± =

(
2a

a(1±
√

5)

)
ein Eigenvektor von λ±.

c) Da

g(v+, v−) = vT+Gv− = λ−v
T
+v− = λ−a

2(4 + (1 +
√

5)(1−
√

5) = λ−a
2(4 + 1− 5) = 0

stehen die Vektoren v+ und v− orthogonal aufeinander. Wir wählen nun a, so dass

g(v±, v±) = vT±Gv± = vT±λ±v± = (2±
√

5)(4a2 + a2(1± 2
√

5 + 5))

gleich 1 ist (und damit {v+, v−} eine orthonormale Basis bezüglich g bilden), also

a2 =
(

5(2±
√

5)2
)−1

und damit wählen wir A bestehend aus den Vektoren

v± =
1√

5(2±
√

5)

(
2

1±
√

5

)
.

2. Wir haben bereits in der letzten Serie gesehen, dass

Spur(ATB) = AijBij

bezüglich der Standardbasis von Mat2×2(R). Damit ist klar, dass Spur symmetrisch ist. Ande-
rerseits, ist dann auch Spur(ATA) = AijAij > 0 ausser wenn Aij = 0 für alle i, j und damit
positiv.

Please turn over!



3. a) Zunächst beschreiben wir die Transformationsmatrix L = LEB von E nach B. Diese ist
gegeben durch

L =

 0 2 1
1 2 2
2 0 3

 .
Damit ist der Basiswechsel von B nach E durch die Matrix

Λ = L−1 =
1

2

 −6 6 −2
−1 2 −1
4 −4 2


beschrieben. Sei G die Matrix von g bezüglich E . Dann gilt

δij = g(bi, bj) = g(Lei, Lej) = (Lei)
TGLej = eTi L

TGLej = (LTGL)ij

oder kompakter, 1 = LTGL. Damit bekommen wir (indem wir von beiden Seiten mit L−T

respektive L−1 multiplizieren, dass

G = L−TL−1 = ΛT Λ =
1

2

 38 10 −26
10 3 −7
−26 −7 18


b) Zunächst berechnen wir g(v, v) bezüglich E , also

g(v, v) = (3, 5, 7)G(3, 5, 7)T = (−18,−4, 13)(3, 5, 7)T = 17.

Andererseits ist [v]B = Λ[v]E = (−1, 0, 4)T und damit g(v, v) = (−1, 0, 4)1(−1, 0, 4)T =
1 + 16 = 17.


