D-MATH Multilineare Algebra FS 14
Prof. Alessandra Jozzi

Losungen 8

1. a) Schreiben wir B in Koordinaten beziiglich den Monoman ¥, und stellen diese (Spalten)-
Vektoren als Matrix da

0 011
01 0 0
B_1021
0 210

Die Vektoren in B bilden eine Basis genau dann wenn sie linear unabhéngig sind, was
wiederum genau dann wenn passiert wenn B regulér ist — und damit equivalent das det B #
0. Wir rechnen und bekommen det B = 3 und B bildet eine Basis.

b) Zunéchst berechnen wir die Vektoren
ar=p1, az=p2—g(p2,ai)ar, az=ps;—g(ps,a1)ar — g(ps,az)az

as = ps — g(psa, ar)ar — g(ps, az)az — g(ps, as)as

die orthogonal aufeinander stehen und definieren danach

B= {gi = ai//g(ai,a;)}.
a;p =T a1 =p1
as = 22 + 2: Wir sehen auf ohne Rechnung, dass g(p2,a1) = fil(xQ + 2)xdz = 0 da alle
Grade innerhalb des Integranten ungerade sind, aber f_ll 22"t ldy = 0 fiir alle n gilt.
a3:m3—1—;x2+%x—%:
26

1
2 4
g(alap?,):/710:4+2962+xdx:5-4-52B

1 1 1
2 14
g(ag,pg):/ (x3+2x+1)(x2+2)dx=/ x5+2m3+2x3+4x+x2+2:/ x2+2:§+4:§
—1 —1 -1
2 14 14 4 2
a3:x3+2x+1—1—§x—§(x2+2):x3—§x2+1—5x—§5
ay ~ —5.1923 4+ 28.67z% — 1.72z + 49.15:
1
16
9(a17p4)=/ a2t a2 = —
. 15
1
. 2 4 1
9(a27P4):/ x5+x4+x3+2x5+212+2x:7+7:78
. 5737 15
1
4 14 25 4 2 =82 242
_ 6, % 4_ 18 20 9 4 & o9 4 TO4 284
g(%’p‘*)_/_lm 15 3 3T T RT S r s T
16 18 4 25
a4—x3+x2+m—Bx—ﬁ(xQ—&—Q)—i—a(m?’ 3952 1—533—?)
18 14 1 36 25
=(1 Sr(l-———a)r?+(1l——+— —= ")~ —5.192°4+28.672% —1.722+49.1
(1+a)z’+( 3 )z 4( 15+15) ( 1 304) 5.192°+28.67x 72x+49.15

Please turn over!



lai]? = 1.5 [lag]|? = 11.07 |las||? ~ 200 |la4||?® =~ 4850.94

und damit definiert man .
K3

i =1
U llall

Alternativ wurde vorgeschlagen die Standardbasis zu verwenden womit die Rechnung we-
sentlich leichter ausfillt, und wir sofort normalisieren:

1. Vektor 1 normalisieren = ¢ := ﬁ = %

2. Da Vektor z bereits orthogonal zu 1 ist (¢g(1,z) = 0), reicht es  zu normieren = ¢; :=

= V3,

=l = v27

3. Vektor x? steht senkrecht zu z, aber nicht zu 1! Somit ist der neue Vektor ¢4 :=
2 2 _ 21 @ 3V/E2 1

z —g(l' ,Ul)vl = -3 = Q2 = m = W((E — g)

4. Vektor 3 steht zwar senkrecht gliicklicherweise senkrecht auf 1 und 22 und deshalb auch

auf gy und go! Somit ist g5 == 23 — g(23,p1)q1 = 2 — 2w = g3 := ng”

‘/Zg(x?’ — %x)

S

Wir geben die Matrix L nur beziiglich der 2. Rechnung an in der die Standardbasis
{1, 2,22 2%} orthonormalisiert wurde. Wir ignorieren nun bewusst, dass wir die Koor-
dinaten der neuen Basis beziiglich der alten ablesen kénnen, und gehen auf das allgemeine
Prinzip ein:

1

Dalwqy = 7 ist die erste Spalte durch

1 1
(7705070)T = (7

,0,0,0)"
9(1,1) V2

gegeben.
Analog = +— V32 und die zweite Spalte ist

V2
~9(z,q0) 1 00>T_ ; @M)OT
< Vola.a) Volar,a) (’\/5 ,0,0)

Weiter 22 %(xQ - %) und die dritte Spalte ist in allgemeiner Schreibweise

1 T
Ay (_g(an q0)7 —g(l‘Q, QI)a la 0)
9(g5, 43)
und analog
1 T
v EvaY (_g(x37 qO)a _g(x37 QI)7 _g(mga Q2)7 1)
9(q5. q3)

Da die Basis A gerade orthonormal beziiglich g¢ ist, gilt ¢;; = d;;. Die Basis A ist in
Standardkoordinaten £ gegeben durch

a; = Agiek
wobei
5 5 1
A=12 1 0
2 41
Nutzen wir die Matrixschreibweise und bezeichnen (g;;) = G = 1 und (g;;) = G, dann

5i; = glai,aj) = g(Arier, Ajer) = Arir Ay = AL g

See next page!



b)

und equivalent

Da
1 -1 -1
Al=| -2 3 2
6 —-10 -5
ist somit
~ 1 -2 6 1 -1 -1 41  —67 -—-35
G = -1 3 =10 -2 3 2 = —67 110 57
-1 2 -5 6 —-10 -5 -35 57 30

A ist orthonormal zu g so dass A9 = A. Sei {b'} die reziproke Basis von &, und schreibe
b = B;:ej. Dann soll gelten, dass

85 = g(b',e;) = Big(ex, e;) = Bj.gr;

also muss (Bj}) die Inversematrix von G definieren, also

51 15 31
(B)y=Gt=[15 5 8
31 8 21
und damit
51 15 31
A9 =Spt=(15], 2 =[5 ],¥=|8
31 8 21

Wir haben [v]e = (2,1,0)7 oder v = v’e;. Da die Koordinaten kontravariant wechseln,
und A die Matrix vom Basiswechsel £ zu A darstellt, gilt

1 -1 -1 2 1
Wy=A@Nw = -2 3 2 1l =|-1
6 —10 -5 0 2

Da A orthonormal beziiglich g ist, sind die kovarianten Koordinaten von v beziiglich A
ebenfalls

[V]as = (1 -1 2).

Die Koordinaten [v]gs kénnen wir auf zwei verschiedenen Weisen berechnen: Entweder wir
betrachten [v]g und nutzen die Beziehung, dass

i 41 —67 35 2 15
[v]E, = Gle = | —67 110 57 1|=1]-24
-35 57 30 0 ~13

oder verwenden, dass die Koordinaten kovariant Wechseln: [v]gs A = [v] 49 also

1 -1 -1
Wes = lasA™ ' =(1 -1 2)| =2 3 2 |=(15 —24 -13)
6 —10 -5



