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1.

a)

b)

Losungen 9

Sei B = {b;} = {1,z,2%} und BY = {b’}. Die Dualbasis B* = {1, 8z, B2} von {1,z,2%}
gibt gerade die Koeffizienten eines Polynoms p(X) = aX? + bX + ¢, so dass p(tg) =
atd + bto + cto = t2B,2(p) + toBx(p) + toB1(p) und damit [ps,]5- = (1,t0,13)

Sei 7(X) = aX? + bX + c. Wir betrachten die Basis (1, X, X?) von V. Indem wir ¢;, auf
die drei Basisvektoren anwenden erhalten wir:

e g(1,r)=1 = g4bie=1

e g(X,7) =tg = a4bye—y,

o g(X2r) =t =  t+bic=12
Lost man dieses Gleichungssystem auf, erhélt man

r(X) = (180t2 — 180t + 30) X > 4 (—180t3 + 192ty — 36) X + 30t2 — 36to + 9.

Wir hétten r auch via dem kanonischen Isomorphismus zwischen V und V* finden kénnen:
Dieser identifiziert die reziproke Basis BY von B in V mit der dualen Basis B* von V*
in dem b € B9 auf p — g(p,b) abgebildet wird. Ist r = r4b*, dann ¢, (p) = g(p,7) =
reg(p, b%) = ri.8%(p), also [r]gs = (1,t0,t2)7.

Alternativ bestimmen allgemein ¢g%/! Dafiir rechnen wir die Integrale g(1,1) = [1 = 1,
g(l,z) = [2=1/2, g(z,z) = g(1,2%) = 1/3, g(z,2*) = 1/4 und g(z?, 2?) aus. Also

1 1/2 1/3
(g:i)=| 1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

und
9 —36 30

(¢y=[ —-36 192 —180
30 —180 180
Per Definition von B9, dass g(b;, b*) = (5;-“. Andererseits ist g(b;, b¥) = g;;(b*)! also besteht
b* genau aus den Spalten der Inversenmatrix (g%) von (gi;). Also ¢y (p) = t2B.2(p) +
toBz(p) + toBr(p)) = thtg(p,b¥) = g(p,ti~1b*) also [r]ps = th 'b*. Da b¥ nun explizit
ermittelt wurde, kénnen wir auch r beziiglich B darstellen, und bekommen das gleiche
Ergebnis wie im ersten Ansatz.

Seien {b1,...,b,} die Elemente der Basis B. Sei Matrix G = (g;;) definiert durch g;; =
g(bi,b;) und A} = f(b;)7. Weiter ist wegen Bilinearitit g(f(u), f(v)) = g(u,v) fiir alle
u,v € V equivalent mit g(f(b;), f(b;)) = g(b;, ;) fiir alle 4, j. Damit finden wir

gij = gklAi‘cAé' = (AT)LgklAé & G = ATGA

Ist B orthonormal, also G = 1 die Identitdtsmatrix, dann ist f orthogonal genau wenn
ATA=1e AT = A1

Please turn over!



b) Wir kénnen die méglichen Werte von « auf folgender Art finden: V' ist orthogonal, falls
VIV =IDal] =L und (uu')T =uu', folgt

v =(Iy — ozuuT)T =1, —auu' =V und damit

VIV=VV=(-auu")(Iy—auu")

=151, — 215 au u' +ouu’ auu’

=1, — 2au uw' +uuuul
—~—

=1

=l + (—2a + ®)uu"
Dauu' # I, gilt VT V = I genau dann, wenn —2a 4 a2 = 0, also fiir a = 2 oder o = 0
(dann ist V' = I trivialerweise orthogonal).

c) Die Matrix von F,, beziiglich der orthonormalen Basis % ((1) (1))7 % (é 7(1)), % ((1J (1)), % ((1) _(1))
ist die Diagonalmatrix diag(1 —2u, 1,1, —1). Eine Diagonalmatrix ist genau dann orthogo-
nal, wenn die Eintriige Norm gleich 1 haben, also ist v € {0,1}.



