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Beispielpriifung Losungen

1. a) Die Folge (2(™),cy, der Iterationen des Newton-Verfahrens fiir Gleichung (1)
und 2 = 1 erfiillt

(n+1) — ,(n) _ f(x(n)) _ L (:L,(n))Z _ a1
o) o — 1

Vn € Np: T
Also folgt z) =1 — -1/-1 = 2und 2?® = 2 — 1/3 = 5/3,
b) ii) Fiirjedes x € R gilt
fllz)=0=22-1=0=a0=12= f(z)=a> -2 —1=11-324£0.

Also gilt f'(z*) # 0. Gemiss Satz 1.2 und der Bemerkung 1.2.2 in den Vor-
lesungsunterlagen ist die Konvergenzordnung 2. Die Folge konvergiert also
quadratisch. Siehe auch Aufgabe 2 in Serie 2.

1) Konvergiert eine Folge quadratisch so konvergiert sie auch linear.

¢) Da wir mit dem Interval [1,2] beginnen ist (¥ = 3/2. Da f(1) = -1 <
0, f(3/2) = —1/4 < Ound f(2) =1 > 0ist 2V = (3/2 +2)/2 = 7/4.
Da f(7/4) = 5/16 > Oist 2® = (7/4 4 3/2)/2 = 13/8.

2. a) Die quadratische Form lautet
Q(Z') - iL‘% + 433'1.1’2 + 13%% = ($1 + 2%2)2 + (31’2)2.

Die Matrix ist folglich positiv definit.

1 0
L- (2 3) .
¢) Wir 16sen zuerst Ly = b, dies ergibt y = (1, —3)7. Dann 16sen wir L'z = y was
= (3, —1)T ergibt.

b) Aus obiger Zerlegung folgt

3. a) Die Spalten sind linear unabhiingig. Das lineare Ausgleichsproblem besitzt des-
halb eine eindeutige Losung.

Bitte wenden!



b) Mit Gram-schmidt erhélt man

1 1 0
vy = |3 o] =(3],
4 0 4
0
3
4 39
= —— = 5
= mA e\l
und
0
es=e; X ey = | -4

Die QR-Zerlegung lautet also

0 45 35
¢) Es gilt
1
Qb= 1|5
5
Es folgt
2 1\ . (1
05" ~\5)
also

11 1 1 10
P 1 =i =1 1 0= —2+2i

1 -1 1 -1 -2

1 7+ -1 — —2—-2

Siehe nachstes Blatt!



b)

Die diskrete Fouriertransformation von c ist

11 1 1 30
o= 1 = =1 o -2+

1 -1 1 -1 -2

1+ =1 —i —2—-2

Die Fouriertransformierte von b erhalten wir durch Punktweise Division von ¢
und a. Es gilt also b = (3,1, 1, 1). Wir erhalten b durch die Inverse Fouriertrans-
formation

1 1 1 1
1 ¢+ -1 —11]-
b=1/4 1 -1 1 -1 b=1/2(3,1,1,1).
1 — -1
function [b]= Konvolutionsgleichung(a,c)
b=ifft (fft(c)./fft(a));
end
Es gilt

(sin, cos) = /07r sin(z) cos(x)dx = 1/2 /07r sin(2z)dx = 1/2(—1/2cos(22)|5) = 0.

(sin, sin) = / sin(z)*dr = 1/2/ 1 — cos(2z)dx = /2
0 0
und

(cos, cos) = / cos(z)?dr = 1/2/ 1 + cos(2x)dx = /2.
0 0

Die Funktionen \/g sin und \/g cos bilden daher eine Orthonormalbasis von V.
Die Bestapproximation ist daher gegeben durch

f= % ((f,sin) sin+(f, cos) cos)
Durch partielle Integration erhélt man
(f,sin) = /7r zsin(z)dr = —xcos(x)|5— /7r —cos(z)dx = 7 + sin(x)|f= 7
0 0
und
(f,cos) = /WLECOS(:B)dZU = xsin(x)|g— /7r sin(z)dx = 0 + cos(z)|f= —2.
0 0
Also

- 2
f = —(msin —2cos) = 2sin —— cos.
m m

Bitte wenden!



6. Da die Quadraturformel exakt ist fiir die Polynome 1, x, 22 gilt

wo + w; = 1
23w, = 1
Yowy, = 1.

Die Gewichte (wg, wy) = (1/4,3/4) erfiillen die Gleichungen.

7. a) 2.

b) Sei f: R? — R? gegeben durch

Rzax:(;;)wf() ((1) D +<(1)>€]R2.

Dann ist die Funktion y = (y1,%2): [0,00) — R? gegeben durch y(t) = (y1(t), y2(t)) =
(x(t),2'(t)) firalle t € [0, 00) die Losung des AWP

2(1)
(y(t)) = ( ()iyg(t)+1)7 t €0, 00),

=)

y(t)

¢) Es gilt
1
m = Yo+ ft0+ 7771 = ( ) 5((? 1)771-1- (?))
und daher
1 =1 (1
(e )m= ()
Also folgt
- (1)
m = A
und daher
h 1 4
Y1 :yo+hf(to+§,771) = (0) + (8) = (Z) :
d) Es gilt
h2
y(j) = ylry) +hy'(x;) + ?y”(xj) +O(h?) (1)

= ylz;) +hf(yle ))+ f(( W (5) + O(h?) 2)
= y(xj)+hf(y(93j))+3f/(y(ﬂfj))f(y($j))+@(h3), 3)

Siehe nachstes Blatt!



f(771)

und

Yj+1

Fluy + 5 F)) = Fs) + F(3)'3 Fm) + O()
Fu) + o7 () () + O() + O
Flu) + 5.7 ) 3) + O2)

= y; +hf(m)
=y hOF) + 5 ) P+ O0)

= )+ P ) ) + O

Folglich gilt fiir den Fehler mit y(z;) = y;

0j41
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)+ 1 () + o F ) (e) + O

(y + )+ o ) () + O())
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