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1. a) (2 Punkte)
Es gilt

(1, 2) ∗ (3, 4) = (1 · 3, 1 · 4 + 2 · 3, 2 · 4) = (3, 10, 8) (1 P.)

und

(1, 2) ∗2 (3, 4) = (1 · 3 + 2 · 4, 1 · 4 + 2 · 3) = (11, 10). (1 P.)

b) (3 Punkte)
Sei y = (y0, y1, y2, y3) := (0, 0, 0, 1) ∈ R4. Dann gilt

ak =
3∑
l=0

(ω4)
lk yl︸ ︷︷ ︸

(1 P.)

= (ω4)
3k =

(
e

−2πi
4

)3k
=
(
e

−πi
2

)3k
= (−i)3k︸ ︷︷ ︸

(1 P.)

=
(
[−i]3

)k
= ik =


1 : k = 0

i : k = 1

−1 : k = 2

−i : k = 3

. Ja, es gilt a3 = −i.

︸ ︷︷ ︸
(1 P.)

c) (3 Punkte)

a2 = fft(a); (0.5 P.)
b2 = fft(b); (0.5 P.)
c2 = a2. ∗ b2; (1 P.)
ifft(c2) (1 P.)

Beispiel fuer alternative Loesung:

ifft(fft(a). ∗ fft(b))

Bitte wenden!



2. a) (5 Punkte)
Sei a = (0, 2), dann gilt v := a− ‖a‖2e1 = (−2, 2). (1 P.)
Also folgt

H(v) = I − 2
vvT

‖v‖2︸ ︷︷ ︸
(1 P.)

=

(
1 0
0 1

)
− 1

4

(
−2
2

)(
−2 2

)
=

(
1 0
0 1

)
− 1

4

(
4 −4
−4 4

)
=

(
0 1
1 0

)
︸ ︷︷ ︸

(1 P.)

(2 P.)

und somit

Q = H(v)T = H(v) =

(
0 1
1 0

)
(1 P.)

und

R = QTA =

(
2 3
0 1

)
(1 P.)

2. Loesung:Mit Givens-rotation
3. Loesung:Gram-Schmidt
Achtung Lösung ist nur eindeutig bis auf Vorzeichen.

b) (2 Punkte)
Es gilt

cond2(B) = ‖B‖2‖B−1‖2︸ ︷︷ ︸
(1 P.)

= ‖4I‖2‖
1

4
I‖2 = 4

1

4
‖I‖22 = 1︸ ︷︷ ︸

(1 P.)

.

c) (2 Punkte)
[U, S, V ] =︸ ︷︷ ︸

(1 P.)

svd(C)︸ ︷︷ ︸
(1 P.)

Bemerkung: U und V vertauscht oder z.B. [X, Y, Z] = svd(C) zählt immer noch
als korrekt aber man benötigt drei Argumente auf der linken Seite.

3. (1 Punkte)

A\b (1 P.)

Eine andere Möglichkeit wäre (obwohl schlecht konditioniert)

(A’*A)\(A’*b) (1 P.)

Siehe nächstes Blatt!



4. a) (4 Punkte)
Es gilt f(1) < 0, f(2) > 0 und

f(
x
(1)
1 + x

(1)
2

2
) = f(

3

2
) > 0 (1 P.)

also ist

x(1) = (x
(0)
1 ,

x
(0)
1 + x

(0)
2

2
) = (1,

3

2
). (1 P.)

Es gilt

f(
x
(2)
1 + x

(2)
2

2
) = f(

5

4
) < 0 (1 P.)

also ist

x(2) = (
x
(1)
1 + x

(1)
2

2
, x

(1)
2 ) = (

5

4
,
3

2
). (1 P.)

b) (4 Punkte)
Für k ≥ l gilt die Fehlerabschaetzung (Gleichung 1.78 in den Vorlesungsunter-
lagen)

|
√

2− y(k)|≤ |a− b|
2(k+1)︸ ︷︷ ︸

(2 P.)

= 2−(k+1) ≤ 2−(l+1).

Wir setzen nun l so, dass

2−(l+1) ≤ 1

100︸ ︷︷ ︸
(0.5 P.)

⇒ l ≥ log2(100)− 1︸ ︷︷ ︸
(0.5 P.)

⇒ l ≥ dlog2(100)− 1e︸ ︷︷ ︸
(0.5 P.)

= 6︸︷︷︸
(0.5 P.)

.

c) (5 Punkte)
Nein, die Folge konvergiert nicht linear gegen

√
2. (0.5 P.)

Begruendung: Es gilt
√

2 > 1.4 und deshalb

|y(1)−
√

2|> 1.4−1.25 = 0.15 > 0.1 = 1.5−1.4 > |y(0)−
√

2|. (2 P.) (*)

Lineare Konvergenz wuerde bedeuten, dass es ein L ∈ [0, 1) gibt mit

∀ k ∈ N : |y(k+1) −
√

2|≤ L|y(k) −
√

2|. (1 P.)

Insbesondere müsste gelten

|y(1) − x∗|≤ L|y(0) − x∗|≤ |y(0) − x∗|. (1 P.)

Dies widerspricht sich jedoch mit (*). (0.5 P.)

Bitte wenden!



5. a) (3 Punkte)
Es gilt f(0) = sin(0) = 0, f(1/2) = sin(π/2) = 1 und f(1) = sin(π) = 0. Also
gilt fuer alle t ∈ R, dass

p(t) = L1(t)︸ ︷︷ ︸
(1 P.)

=
t(t− 1)

(0− 1/2)(1− 1/2)
=
t(t− 1)

(−1/4)
= −4t(t− 1)︸ ︷︷ ︸

(1.5 P.)

= −4t2 + 4t. Somit gilt (a0, a1, a2) = (0, 4,−4).︸ ︷︷ ︸
(0.5 P.)

b) (5 Punkte)
Gemäss Korollar 6.4.3 mit n = 2 in den Vorlesungsunterlagen gilt

‖p− f‖∞,[0,1] ≤
‖f (3)‖∞,[0,1]‖et0,t1,t2‖∞,[0,1]

3!
. (1 P.)

Wir schätzen ab

‖f (3)‖∞,[0,1] = sup
t∈[0,1]

|f (3)(t)|= sup
t∈[0,1]

|−π3 cos(πt)|≤ π3. (1 P.)

Zudem gilt für alle t ∈ [0, 1], dass

|et0,t1,t2(t)|= |t(t− 1/2)(t− 1)|≤ 1 · |t− 1/2|·1 ≤ 1 · 1/2 · 1 = 1/2︸ ︷︷ ︸
(2 P.)

(2 P.)

Insgesamt folgt also

‖p− f‖∞,[0,1] ≤
‖f (3)‖∞,[0,1]‖et0,t1,t2‖∞,[0,1]

3!
≤ π3

2 · 6
=
π3

12
. (0.5 P.)

Die Fehlerabschaetzung supt∈[0,1]|p(t)− f(t)|≤ π3

12
ist also gueltig. (0.5 P.)

6. a) (2 Punkte)
Es gilt

Q(f) = 2
f(0) + 4f(1) + f(2)

6︸ ︷︷ ︸
(1 P.)

= 2 · 20 + 4 · 21 + 22

6
= 2 · 1 + 4 · 2 + 4

6
=

13

3
.︸ ︷︷ ︸

(1 P.)

b) (2 Punkte)
Es gilt

Q̃(f) =
f(0) + f(1)

2
+
f(1) + f(2)

2︸ ︷︷ ︸
(1 P.)

=
f(0) + 2f(1) + f(2)

2
=

20 + 2 · 21 + 22

2
=

2 + 4 + 4

2
=

9

2︸ ︷︷ ︸
(1 P.)

.

Siehe nächstes Blatt!



c) i) (2 Punkte)
Ja, Q̃ ist von Ordnung 1, (0.5 P.)
denn für a0 ∈ R beliebig und g : [0, 2]→ R gegeben durch g(x) = a0 für alle
x ∈ [0, 2] gilt

Q(g) =
g(0) + 2g(1) + g(2)

2
=
a0 + 2a0 + a0

2
=

4a0
2

= 2a0 (0.5 P.)

und ∫ 2

0

g(x) dx =

∫ 2

0

a0 dx = 2a0. (0.5 P.)

Die Quadraturformel Q̃ ist also exakt für jedes p ∈ P0 (Oder z.B.: Die Qua-
draturformler ist also exakt für jedes Polynome vom Grad ≤ 0) und somit
von Ordnung 1. (0.5 P.)

ii) (2 Punkte)
Ja, Q̃ ist von Ordnung 2, (0.5 P.)
denn für a0, a1 ∈ R beliebig und g : [0, 2] → R gegeben durch g(x) = a0 +
a1x für alle x ∈ [0, 2] gilt

Q(g) =
g(0) + 2g(1) + g(2)

2
=
a0 + 2 [a0 + a1] + [a0 + 2a1]

2
=

4a0 + 4a1
2

= 2a0+2a1 (0.5 P.)

und∫ 2

0

g(x) dx =

∫ 2

0

a0 dx+a1

∫ 2

0

x dx = 2a0+a1

[
x2

2

]x=2

x=0

= 2a0+2a1. (0.5 P.)

Die Quadraturformel Q̃ ist also exakt für jedes p ∈ P1 (Oder z.B.: Die Qua-
draturformler ist also exakt für jedes Polynome vom Grad ≤ 1) und somit
von Ordnung 2. (0.5 P.)

iii) (2 Punkte)
Nein, Q̃ ist nicht von Ordnung 3, (0.5 P.)
denn es gilt z.B. für g : [0, 2] → R gegeben durch g(x) = x2 für alle x ∈
[0, 2], dass

Q(g) =
g(0) + 2g(1) + g(2)

2
=

2 + 4

2
= 3 (0.5 P.)

und ∫ 2

0

g(x) dx =

[
x3

3

]x=2

x=0

=
8

3

Da
∫ 2

0
g(x) dx = 8

3
6= 3 = Q(g) and da g ∈ P2, gilt also nicht, dass Q̃(p) =∫ 2

0
p(x) dx für alle p ∈ P2 und somit ist Q̃ nicht von Ordnung 3. (0.5 P.)

Bemerkung: Falls a) und b) nur für die Monome 1 und x gezeigt wird, benötigt
man noch zusätzliche Argumente, unter anderem, dass Q̃ linear ist.

Bitte wenden!



7. a) (2 Punkte)
Es gilt Y0 = 1 und

Y1 = Y0 + hf(Y0) = 1 + 1/2 (−1)3 = 1− 1/2 = 1/2 (1 P.)

und daher

Y2 = Y1 + hf(Y1) = 1/2 + 1/2 (−1/2)3 = 1/2− 1/16 = 7/16. (1 P.)

b) (1 Punkte)
p = 1.

c) (2 Punkte)
Es gilt Z0 = 1 und

Z1 = Z0 +
h

2
[f(Z0) + f(Z0 + hf(Z0))]︸ ︷︷ ︸

(1 P.)

= 1 +
1

2

[
f(1) + f(1 + (−1)3)

]
= 1 +

1

2
[f(1) + f(0)] = 1 +

1

2

[
(−1)3 + (−0)3

]
= 1− 1

2
=

1

2︸ ︷︷ ︸
(1 P.)


