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1. (9 Punkte)
a) (2 Punkte)

Es gilt
(1,-1,2)%(1,2,3)=(1-1,1-24+(-1)-1,1-34+(=1)-24+2-1,(-1)-3+2-2,2-3)
T05P)
=(1,1,3,1,6) ap)
N————
05 P,)
und
(1,—-1,2) %3 (1,2,3) = (1 +1,14+6,3)=(2,7,3) . ap)
T0.5P) T0.5P)
b) (3 Punkte)
Es gilt
ag 11 1 1 0 1 /4
ap | _ 11 -1 —i o 1 [-1| |[-Ya
a | 4|1 -1 1 -1 1| L] | Ya
as 1 —i -1 4 0 -1 —1/4
AP

Also giltag = /4 (0.5 P.), a1 = —1/4 (0.5 P.), az = /4 (0.5 P.), a3 = ~1/2 (0.5 P.).
¢) (4 Punkte)

a=10,1,2,3]; arp)
a2 = fft(a); 0.5P.)
b2 = fit(h);  (0.5P)

2 =b2./a2; 1P)
ifft(c2)  (1P)

Beispiel fiir alternative Losung:

ifft(fft(b). / f16([0, 1, 2, 3]))

Bitte wenden!



2. (7.5 Punkte)

a) (2 Punkte)

Es gilt
F@®)  (@©)2 15 6
o=t f’<(:c<0>)) - (235(0)) T1 o3 2 4B
- N——
05 P) 0.5P)
und ( (1)) ( (1))2
flx x +5 9
y N~
0.5P) ©.5P)

b) (1.5 Punkte)

2(i)— (z(1) "2 + 2(i) — 5)/ 2% 2(i) +1)  (L5P)
- ( v [ 2xal)+ 1)
0.s5P) 0.5P) 05P)

oder
Sx(z) "2+ 5)/1£2 * x (i) + 12 (15P)

(1P) 03P)

¢) (4 Punkte)
Wir setzen y;, := 2% fiir alle k € Ny ((1P) fiir die korrekte Angabe einer
Folge mit den gewiinschten Eigenschaften; lineare Konvergenz gegen 0 aber kei-
ne Konvergenz mit Ordnung 2 gegen 0). Falls eine Folge mit den gewiinschten
Eigenschaften angegeben wurde, dann gibt es folgende Punkte fiir die Begriin-
dungen: Es gilt

VkeNg: |y*H) —o|= |[y*HtY|= 2~ *+D = =127F ]y -0 a1Pp)

Mit L := 3 € [0, 1) gilt also insbesondere, dass

Vk e Ny: ly* ) —o| < L{y™ — 0,

d.h., nach Definition konvergiert die Folge (y*))cn, linear gegen 0. (0.5P.)
Wiirde die Folge (y*))ren, mit Ordnung 2 gegen 0 konvergieren, so miisste ein
C' € |0, 00) existieren, sodass

Vk € Ny: o~ ktD) — |kt _g|< Oly® — 0’ = C]27FP=C27%%. A P)

(1P)

(1

Also miisste gelten

VkeNy: 2071 = 2Ck=() < ¢,

Siehe nachstes Blatt!



was wiederum den Widerspruch

0o = lim 25D < lim € =C <

k—o0 k—o0

impliziert ((0.5 P.) um aus (1) einen Widerspruch zu folgern).

3. (7 Punkte)

a) (6 Punkte)
Sei a = (3,4), dann gilt

) 2s5P)

J

Bitte wenden!

vi=a— |a|ze; = (—2,4) aPr).
~~ -~ ~—
(0.5P) (05P)
Also folgt
vol 10 1 [-2 10 1 /4 -8 35 45
H@):I_QW: (o 1) _1_0(4) (-2 4= (0 1) _1_()(—8 16) B (4/5 —3/5
Tap) T15P)
und somit y y
3 4
L T - 5 5
Q:=H(w) =H@)= (4/5 _3/5) ar)
und y
o (5 s
\R—Q fL— H(v)/%- (0 2 1.5P)
(05P)
aPp)
2. Loesung:Mit Givens-rotation
3. Loesung:Gram-Schmidt
Achtung Losung ist nur eindeutig bis auf Vorzeichen.
b) (1 Punkte)
@, Rl =ar(B)  (AP)
—_—— —
05P) (0.5P)
4. (5 Punkte)
a) (1 Punkte)
Es gilt .
Oflna) =2/(1)=2-1>=2.1=3.  (P)
05P) (05P)



b) (2 Punkte)

Es gilt
A 1 2 1 2 4 22
=—f)+ZfB)=z-22+2-F =—_4+6="—. 1P.
Q(f ) 3f()+3f( )A 3% T3 5T 5 ap)
05P) 05 P)
und 22 928
Q(f) :Q(f|[o,2})+Q(f‘[2,3]Z:2+§Zg- arp,)
(0.5P) O5P)
¢) (2 Punkte)
Es gilt
a+b (b—a) a+b (b—a)
= — b—a 2’ €T = — s To — + . 2 P.
hn y2v / 2 1 5 /3 2 5 /3 2P.)
(0.5P) -~ _
(1.5P)
(2)
Hat man in (2) weniger als (1.5 P.) erhalten, so kann man noch (0.5 P.) zusaetz-
lich erhalten, wenn man die Losung im Fall « = —1, b = 1 korrekt angegeben

hat, d.h., wenn man angegeben hat, dass Q!

YV AN AR eine Quadraturformel

der Ordnung 4 ist.

5. (3 Punkte)
Gemaiss Lemma 6.5.2 im Skript gilt

Ty(z) = (;k) HE = 1D)F = 4 6(° (8 - 1) + (1 = 1) =8 — 87 4 1.

N k=0 aP)

(l?SrP.)

Also gllt (CL(), aig, az, as, CL4) = (]., O, —8, 0, 8) (0.5 P.)

6. (3.5 Punkte)
Gemaiss Ungleichung 6.5.13 im Skript gilt

|eXPm|oo [-1,1]
sup |exp(z) —px)|< —————F——
b fexp(o) = pla)|< =

@P)

2P) 3)

J

Bemerkung: Anstelle von Ungleichung 6.5.13 im Skript, kann man auch Theorem 6.4.2/Ko-
rollar 6.4.3 (0.5 P.) zusammen mit Theorem 6.5.5 (Minimalitdtseigenschaft der Chebychev-
Polynome; (1 P.)) anwenden und so (3) erhalten (0.5 P.).

Siehe nachstes Blatt!



Die Identitit exp’ = exp zeigt, dass

lexp///|m,[—1,1]: |eXP o0, [—1,1] < eXP(lz- (0.5P) “4)

(O?SFP.)

(3) und (4) zeigen, dass

lexp”|oo,—1,1] _ exp(1) 3 1
_ < =< < =3
xes[li?ﬁl]\exp(x) p(z)|< 3192 ~ 3-8 3-8 8

70.5 P.) ‘?0.5 P.)

7. (8 Punkte)

a) (1 Punkte)
Es gilt Yy = 1 und

Vi=Yo+hf(Yy)=(1+20)Y=2¥=2-1=2. (1P)

(Ofsrp.) 0.5P)
b) (2 Punkte)
Es gilt
Zk-_;’_l - Zk; + h;f(Zk-_;’_l) — Zk; + 2th+1
<~ (1 — 2h)Zk+1 = Zy,
1 1
(1P

Also ZO = 1, Zl = 3ZU = 3, ZQ = 3Zl = 9und Zg = 3Z2 = 27. (1 P.)

¢) (5 Punkte)
Es gilt fur alle (¢,z) € [0,7] x R, dass

U(t,x) =z + 2tz + 2%z + 5’z
U, (t,z) =2 + 4tz + 4’z (0.5P)
Uy (t,x) = 4o + 8tx 0.5P)

\Ijttt (t, .',C) = 8x. (0.5 P.)

(Hier bezeichnen W, Wy, Wy, die partielle Ableitungen %\Il, g—;\lf, g—;\ll.) Das
folgt, dass fiir alle z € R gilt

r=0(0,7) (05P) )
f(x) =22 =V,(0,x) 0.5P) (6)
f(2)f(z) =4z = Uy (0, 2) 0.5P) @)

(@) (f(x), f(2)) + f(z)f'(x) f(x) = 8z = ¥ (0, ). (0.5P.) (8)

Bitte wenden!



Zu (i): Ja, wegen (5)—(6). o0.sP)
Zu (ii): Ja, wegen (5)—(7). 05P)
Zu (iii): Ja, wegen (5)—(8). 0s5P)



