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1. Seien x4,...,z, die Stiitzstellen und wy, ..., w, die Gewichte der Gaussquadratur
mit n Stiitzstellen. Fiir ¢ € {1,...,n} sei [; das eindeutig bestimmte Polynom vom

Grad n — 1, dass die Interpolationsaufgabe

1 =4
lZ(ZL’j) = 5ij = {0 zonsjt fiir allej S {17 ce ,n}

lost. Zeigen Sie, dass firallei € {1,...,n}

wz:/ll li(x)dx:/ll 12(2)dz

gilt.

2. Sei f: [a,b] — R und T,,[f] das Ergebnis der zusammengesetzten Trapezregel mit
n Intervallen gleicher Linge angewandt auf f. Aus der Euler-Maclaurin Formel lédsst
sich folgendes Resultat ableiten:

Falls f € C*"*2 (2m + 2 mal stetig differenzierbar), h := (b — a)/n so gibt es ein
Polynom ¢ vom Grad m — 1 mit

Tulf] = / F(@)dz + B2q(h2) + O(h2m+2).

a) Leiten Sie mithilfe des obigen Resultats fiir m = 1 eine Quadraturregel mit Kon-
sistenzordnung 4 her. Wihlen Sie dazu eine geeignete Linearkombination von 7}
und 75. Zeigen Sie das die so konstruierte Quadraturregel mit der Simpsonregel
ibereinstimmt.

b) Aitken-Neville
Seien ny,...n,, € Nund hy, := (b — a)/ny fiiralle k € {1,...,m}. Fir1 <
i < 7 < m bezeichne p; ;) das eindeutig bestimmte Polynom vom Grad j — 1,
welches die Interpolationsaufgabe

Py (hi) = To[f], k=1i,...,],

Bitte wenden!



erfiillt. Zeigen Sie, dass fiir1 <i: < j<m

xTr — h? T — h?+1
Pag+n(T) = mp(i-i-l,j-i-l)(x) - mp(i,j)(x)

gilt.
¢) Fiirl <i: < j < m sei nun

Tiplf] = p.i(0).
Zeigen Sie die Rekursionsgleichung

Ti+1,4+1) [ f] = T j+r—1) [ f]

2
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d) Romberg-Verfahren
Berechnen Sie mithilfe von (1) rekursiv T(; ;| f] fiir f(x) = sin(x),a = 0,b =,
der Romberg-Folge n, := 21 und i, j < 7. Sie kénnen fiir diese Teilaufgabe
die Funktion myquad aus Serie 11 verwenden. Plotten Sie T,,, [f| und T{y y|[f]
firk =1,...,7 in einem Diagramm.

TGrm)f] = Thsremf] +

(1)

3. Euler-Verfahren
Sei f: R — R, T > 0 undyy € R. Wir betrachten das AWP (Anfangswertproblem)

y=[f(y) and y(0)=yo
wobei eine Funktion y: [0,7] — R gesucht ist.
a) Losen Sie das AWP fiir f(y) := —y, yo := 1 und T > 0 exakt.

b) Wir m6chten nun eine approximative Losung vy, . . . , y,, auf dem Gitter 0, h, 2h, . . .
mit Schrittweite h > 0 berechnen. Das heisst es soll y; =~ y(hi) gelten. Wir ver-
wenden dazu die folgende Rekursionsvorschrift

Yk+1 = Yr + hf(yr). (explizites Eulerverfahren)

Plotten Sie die exakte und die numerische Losung fiir f(y) :== —y,h = 0.1,0.5,1.5
und T = 10. Fiir welche h ist die numerische Losung qualitativ richtig?

¢) Verwenden Sie nun die Schrittweitenh = 271,272 ... 2719 und T = 10. Plotten
Sie den Fehler

hi) — y;
pcmax [y(hi) = yil

in Abhéngigkeit von h. Welche Art der Konvergenz beobachten Sie?

Siehe nachstes Blatt!



d) Wiederholen Sie b) und c) mit
Yr+1 = Yx + hf(yrs1) (implizites Eulerverfahren)

anstelle des expliziten Eulerverfahrens. Losen Sie dazu zuerst die obige Glei-
chung (wobei f(x) = —x) nach y; auf.



